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Vorwort. 

Dass die messende Geometrie, insbesondere die analytisclie 
Geometrie, der reineu projeetiveu Methode Uberlegea ist, kann 
nicht geläugnet werden. Sie gebietet eben nielit nur über die 
HlÜfamittel der letzteren , sondern bedient sieb aiieh noch des 
ganzen Apparates, den algebraische und analytische Forschnngen 
ilir bereit stellen. Anders gestaltet sich die Werth Schätzung vom 
aesthetisehen Gesichtspuncte. Das matbematiseh-aeathetische Ge- 
fühl ist erst dann völlig befriedigt, wenn ein zu erbringender Be- 
weis nur mit den für ihn gerade nothwendigen Hiilfsmitteln ge- 
führt ist. Die Lehrsätze der projectiven Geometrie sind von 
Massverbältnisaen unabhängig, die Beweise für ihre Lehrsätze 
befriedigen uns vollkommen erst dann, wenn sie rein projeotiv 
erbracht sind. Wie ein schriller Pfiff in eine harmonische Musik 
tönt es herein, wenn z. B. in Sehrötei-'s Abhandlung über die 
Clebseh'sehe Configuration, die im Allgemeinen projectiv gehalten 
ist, plötzlich eine quadratische Gleichung aufgelöst wird. 

Im Jahre 1873 habe ich unter dem Titel einer Geometrie 
der Lage ein kleines Buch über ebene Gebilde erster und zweiter 
Ordnung veröffentlicht, dessen Inhalt dem vorliegenden neuen 
Werke einverleibt ist, das nun die Kegelschnitte weit gi-iindlicher 
behandelt und namentlieb die Gnindaufgaben auch dann löst, 
wenn in dieselben ideale Elemente eingehen. 

Von den Werken der Herren Zech, Cremona, Rulf, von den 
Steiner'schen Vorlesungen Aber Kegelschnitte, bearbeitet durch 
Schröter, unterscheidet sich das vorliegende Buch durch die Rein- 
heit der Methode, von dem gi-ossen Werke des Herrn Reye, in 
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dem man metrisehen und trigonometrischen Formeln nur in An- 
hängen begegnet, unterscheidet es sieh einerseits durch sein be- 
schränkteres Ziel, da es nur ebene Gebilde behandelt, andrerseits 
durch sein erweitertes Ziel, da es ideale Gebilde einaehliosst 

Ich gebe mich der Hoffnung hin, dass dieses Buch, das 
wohl hie und da auch etwas Neues bringt, sich unter Lehrenden 
und Lernenden Freunde erwerben werde. 

Jena, im Oetober 1893. 
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Einleitung'. 

Obsehon dieser Sclirift der Plan zu Grunde liegt, nur auf 
die Ebene beziJglielie geometrisebe Betraehtnogen aazustellen, so 
ist dies doeh , wenn wir uns des Htilfsmittela des Mcsseus mit 
einem im Kaume beweglichen Massstabe entseblagen wollen, 
sclilecliterdings nielit möglieb, ohne einen Satz heranzuziehen, der 
nur im dreifach ausgedehnten Eaume bewiesen werden kann. Es 
ist der von Desarguea heriilhrende Satz von den perspectiven 
Dreiecken, Ist dieser gewonnen, so braucht man dann niemals 
aus der Ebene herauszugehen, ausser etwa wenn man den Namen 
Kegelschnitt fllr eine Curve zweiter Ordnung rechtfertigen will, 
so muss man einen Kegel, ein räumliches Gebilde betrachten. 
Diese Betrachtung läuft aber nur nebenher, sie ist für den Gang 
der allgemeinen Untersuchung ohne wesentliche Bedeutung. Die 
UnmÖgliehkeit , den Raum ganz zu umgeben, zwingt uns, die 
Eigenschaften aufzuzählen, die man ihm in der projeetiven Geo- 
metrie beilegt, die man als Axiome aus der Anschauung entnimmt, 
Auf metamathematische Speeulationen lassen wir uns dabei nicht 
ein, sondern nehmen von den Elementargebilden, Punct, Gerade, 
Ebene an, dass uns gewisse einfache Beziehungen derselben unter 
sich und zum Kaume, sowie ihre Vorstellung selbst, durch An- 
schauung unmittelbar klar und gewiss sind. Diesen allgemeinen 
Grundsätzen, und dem einen aus dem Räume zu nehmenden Satze 
geben wir in dieser Einleitung Platz. 

Von dem Punete, einer bestimmten Stelle im Kaume, sagen 
wir, dass er keine Ausdehnung besitze. Dieser Begriff ist gewiss 
aus dem eines Raumtheiles , eines Körpers entstanden. Man hat 
von einem Koiiierchen immer weitere und weitere Theile abge- 
sondert, und obwohl man, wie weit man auch diesen Proeess 
treiben mag, im Reste doch immer wieder Theile von einander 
zu unterscheiden vermag, und obwohl mau, wenn von einem 
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Puuete geredet wird, g-eiiaii genommen immer jenen endlosen 
Pi'oeeas zu denken hat, so ist doch nnaer Verstand glücklicher 
Weise so beanlagt, das» er ein ideales Ende jenes Proeesses, 
wenn auch niebt dentlieli vorzustellen, so doch zu setzen vermag, 
so dass wir sagen können: Ein Punct bezeichnet einen Ort im 
Kanme, in dem selbst Ortsvei-sehiedenheit nicht mehr vorhanden 
ist Wir haben uns jedenfalls an eine solche Ortsbestimmung so 
gewöhnt, das wir den Punct als vorstellbar, als real ansehen. 

Führen wir unsere Vorstellung von einem Punete des Eaumes 
zu einem anderen, so überspringen wir in der Regel den die 
Punete trennenden Kaum nicht, sondern durchlaufen mit der Vor- 
stellung einen Weg, eine Linie. Selbstverständlich ist eine solehe 
Linie zunächst ein Balken, oder wenigstens eine Faser, aber das 
schon heim Punete angewandte Abstractionsverfahren lässt die 
Faser dünner und dttnncr werden, so dass, wie wir sagen, nur 
noch eine Ausdehnung übrig bleibt. Der Begriff der Linie wird 
als ein gesicherter angesehen. In einer einfachen, über keinen 
Punct zweimal führenden (knotenlosen) Linie giebt es an jeder 
Stelle nur zwei Möglichkeiten stetiger Ortaänderung, man kann 
von jedem Punete derselben nach zwei und nur nach zwei Seiten 
fortschreiten, an den Grenzen, wenn deren vorhanden sind, nur 
nach einer. Hier stossen wir auf den Begriff der Continuität 
oder Stetigkeit. Eine Definition der Continuität, des vollkommenen 
überall gleichförmigen Zusammenhanges einer Linie, so wie der 
Continuität des ßaumes zu geben, unterlasse ich, nehme an, dass 
dieser Begriff durch unmittelbare Anschauung allen Geometem 
gegeben sei. Ganz anders verhält es sich damit bei der Zahlen- 
reihe. In ihr ist das Einzelne, die Zahl das Primäre und es ist 
erst durch genaue Definition festzustellen, was man unter Con- 
tinuität der Zahlenreihe zu verstehen hat. Im Kaume aber ist 
die Vorstellung eines Continnums, eines Köipers, das Primäre, 
von dem man erst durch Ahstraction zum Einzelnen, zum 
Puncto gelangt. Ob die Continuität der Zahlenreihe und die 
einer Linie vollkommen gleichwerthige Begriffe seien, scheint mir 
zweifelhaft, wenigstens bin ich nicht im Stande, mir eine Strecke 
ohne Anfangspunct vorzustellen, während in der Zahlenreihe eine 
endliche bestimmte Zahlstrecke, wenn dieser Ausdruck erlaubt 
ist, ohne bestimmte Grenzen jedem Mathematiker eine geläufige 
Vorstellung ist. 

Die einfachste Linie, die wir durch zwei Punkte denken 
^kf^^nen, ist die Gerade. leb versuche es hier nicht eine Definitiop 
.dfiriGeraden zu gebe», ^on.de?p begnüge, njieli, die Eigen^ba%(i 
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aufznzülilen, welche man dieser Liuie ziiselireibt. Vielleiebt kijünen 
eben diese Eigenschaften als Definition angesehen werden. Dase 
sich eine Gerade in sieh selbst verscliiebcn lasse, oder ihren Ort 
nicht ändere, wenn man sie una zwei ihrer Punete drelit, kann 
hier nicht zur Definition verwerthet werden. Denn der Ranm ist 
an sich unbeweglich, wir lassen einzig nnsere Voratellung von 
einem Raumgebilde zu einem andern übergehen. Wenn gleich- 
wohl Kedensaiien, wie drehen, verseiiiehen unterlaufen, so mnss 
doch ein für allemal festgelegt werden, dasa hier nur Vorstellunga- 
änderungen gemeint sind. — Die elementaren Aussagen über die 
gerade Linie sind die folgenden: 

Eine gerade Linie ist durch zwei Punkte v<illständig be- 
stimmt. 

Zwei gerade Linien, die nieht mit einander zusammenfallen, 
können sich nur in einem Puncto schneiden. 

Dann- kommen nachher noeh Aussagen über gerade Linien, 
die in derselben Ebene liegen. 

Der Fortsetzung einer geraden Linie ist nach zwei Seiten 
hin keine Grenze gesetzt. Man setzt eine Gerade im gleichen 
Sinne fort, wenn man (in der setzenden Vorstellung) keinen Punet 
zweimal erzeugt oder durchläuft. Der Proeess, eine Gerade nach 
der einen oder der andern Seite hin immer im gleichen Sinne zu 
durchlaufen, führt zu keinem Ende, weil der Baum als unbegrenzt 
gedacht wird. Man adjungirt aber der Geraden einen uneigcnt- 
liehen oder anendlieh fernen Punet, welcher gewissermassen ^as 
Ende dieses ProceBses bedeutet, und zwar sagen wir, dass ,wii' 
zu diesem uneigentlichen Puncto gelangen, gleichviel ob wir,ii,iif 
der Geraden nach der einen oder der andern Seite ohne Ei;de 
vori"1ieken. Hierin mag man WillkShr erblicken. Kann mJ^a 
nicht einer Geraden zwei uneigentliche Pnncte, entsprechend ijsw 
doppelten Sinne in dem man sie durchlaufen kann adjungiren-? 
Das kann man in der That, ja es Jässt sich eine projective G^- 
metrie durchfuhren in einem endliehen Theile des Baumes,, jp 
der das Äeussere dieses Baumes als unzugänglich, als uneigep,!;- 
lieh angesehen wird, so dass zu einer Geraden unendlich vi^Je 
unoigentliche Puncto gehören. Man vergleiche darüber eine. Ar- 
beit von Herrn Schur in den Leipziger Annalen B. 39. Adjungirt 
man jeder Geraden einen und nur einen uneigentlichen Pan<jt, 
so wird die Mannigfaltigkeit aller uneigentlichen Punete ein Ele,: 
mentargebilde , eine Ebene wie sieh zeigen wird, und es fHhrt 
diese Aunahme zu der sogenannten Euklidischen Geometil^. 
Tiefer liegende Untersuchungen haben ergehen, dass die.i?^^- 
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klidische Raumauffassiing nicht ein Hpeeielle!', sondern ein singu- 
lärer Fall aller mögliolkcn Eaumüuffaasiingen ist. Allen praktiseben 
Anwendungen der Geometrie aber wird die Enklidisebe Kanni- 
auffasaung zu Grunde gelegt. Zwar kann nicht bewiesen werden, 
dasa dies eine Nothwendigkeit sei, aber rielleiclit liegi gerade 
darin, dass diese Eaumanffassung eine singulare ist, ihr Vorzug. 
Denn unter den übrigen möglichen Kaumauffassungen giebt es 
unendlich viele einander gleicbberecbtigte, während die Euklidische 
eben einzig in ihrer Art ist. Wie dem aueh sein mag, wir lassen 
hier die Euklidische Raumauffassung gelten, adjungiren einer 
jeden Geraden einen und nur einen uneigentliehen oder unendlich 
fernen Pnnet. 

Das StUek einer Geraden zwischen zwei Puncten AB, daa 
den uneigentlichen Punct nicht enthält, pflegt man eine Streelce 
zu nennen, und die Punete dieser Strecke heissen Puncte inner- 
halb AB. Das Stück der Geraden, welches den uneigentliehen 
Punet enthillt, und durch seine Vermittelung zusammenhängend 
wird, heisst das ausserhalb AB liegende Stück der Geraden. 
Liegt eine Sti-ecke ganz innerhalb einer andern, so kann man 
die erstere die kleinere nennen, ohne deshalb ein Mass einzuführen, 
— Man nennt eine Gerade auch einen Strahl, und wenn mehrere 
eine Figur bilden, eine Seite, die Schnittpuncte von Geraden 
werden bei Figuren Ecken genannt. 

Legt man durch einen Punet im Räume, und jeden Punet 
einer Geraden eine Gerade, d. h. stellt mau sich den Inbegriff 
aDer dieser Geraden vor, so erhält man eine Ebene, Man sagt 
von den Geraden durch den Punet, dass sie die Puncte der Ge- 
raden projieiren, nennt ihre Gesammtheit einen linearen, auch 
schlechthin einen Büschel, und den Punct durch den die proji- 
cirenden Geraden oder Strahlen gehen, den Träger oder den 
StUtzpunet des BHschela. Geht man mit der Vorstellung von 
einem Strahl zu einem andern, sü kann dies von jeder Stelle, 
von jedem Strahle aus nach zwei Seiten geschehen, so wie man 
in einer geraden Linie von jedem Puncte ans nach zwei Seiten 
fortschreiten kann. Man legt der Manuig-faltigkeit der Strahlen 
dieselbe Mächtigkeit bei wie den Puncten einer Geraden, auf die 
sie durch die Methode des Projicirens eineindeutig bezogen sind. 
Aus diesem Grunde sagt man, die Ebene habe zwei Ausdehnungen, 
sie sei eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Puncten, 
denn die Puncte lassen sieh anordnen in eine einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Strahlen, von denen jeder eine einfach un- 
endliche Mannigfaltigkeit von Puncten enthält. 
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Als ein Axiom, daa wir iiielit zu erweisen brauchen, be- 
trachten wir den Satz, dass eine Gerade, die zwei Puncte mit 
einer Ebene gemein Imt, ganz in dieselbe falle. Es ist der Satz, 
atif dem die Möglielikeit des Tisclilerhobels beruht. 

Zwei gerade Linien derselben Ebene sehneiden sieh stet». 
Die Geraden seien g und A. Legt man dnrch einen Puuct P auf 
fj und jeden Piiuet der Geraden h gerade Linien, so erzeugen 
diese Geraden die ganze Ebene, der ä projicirende Büsehel muss 
dalter audi die Gerade y enthalten, weil sie den Punct P ent- 
hält. Allerdings kann g durch einen nueigentlichen Pnnet von h 
gehen, man sagt dann g sei /* parallel. Die Annahme der En- 
klidisclien llaumauffassung, das» h nur einen uueigentüehen oder 
imendlieh fernen Pnnet habe, ist identisch mit der Thatsaelie 
oder dem Axiom, dass es durch einen Pnnet ausserhalb A nur 
eine zu /* parallele Gerade gieht. Die Mannigfaltigkeit der un- 
eigeutlichen Puncte der Ebene ist von derselben Milehtigkeit, als 
die Mannigfaltigkeit der Strahlen eines Büschels, und folglieh der 
Puncte einer Geraden, auf die sie eineindeutig bezogen werden 
kann, Sie hat die Eigenschaft, mit jeder Geraden der Ebene einen 
und nur einen Puuct gemein zu haben. Aus diesem Grunde fasst 
man die uneigentliehen Puncte der Ebene in dem Begriffe „un- 
eigentliehe oder unendlich ferne Gerade" zusammen. Parallele 
Gerade haben ihren uneigentliehen, iliren unendlich fernen Punet 



Durch drei Pnncte, unter denen uneigentliche sein können, die 
aber nicht in einer Geraden liegen, ist eine Ebene völlig bestimmt. 

Zwei Ebenen, die nicht zusammenfallen, schneiden sich in 
einer Geraden, die auch eine uneigeutliche sein kann. Im letztern 
Falle sagt man, die Ebenen seien einander parallel, oder sie 
haben gleiche Stellung. 

Projicirt man die Pnncte einer Ebene von einem Funete 
ausserhalb derselben in eine ihr nicht parallele, d.h. bringt man 
die die erste Ebene projicirenden Strahlen zum Schnitt mit der 
zweiten, und nennt die Schnittpnnete (Treffpunete) eines Strahles 
mit beiden Ebenen Projectionen von einander, so ist die Pro- 
jeetion der uneigentliehen Geraden der einen Ebene in die andere 
eine gemeine Gerade, weil alle Straiilen, die die uneigentliehen 
Puncte der einen Ebene projieiren, in einer Ebene liegen, die der 
andern nicht parallel ist, und sie in einer eigentlichen Geraden 
schneidet. Hierin sehen wir einen weiteren Grund dafilr, dass 
es znläBsig sei, an den Begriff der Mannigfaltigkeit der uneigent- 
liehen Puncte einer Ebene den Namen „Gerade" zn heften. 
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Zwei Ebcoeo scliiicklen eine dritte in zwei Gemdeii, die, 
wenn sie nieht zusammen fallen, sieh in einem eigentlichen oder 
uneigentlicheu Pnnete selmeidcn. Dies giebt den Satz: 

Drei Ebenen, die niebt eine Gerade (Achse) gemein haben, 
schneiden sieh in einem nnd nur einem eigentliehea oder nn- 
eigentlichen Puncto. 

Eine Gerade, die uieht ganz in eine Ebene fällt, trifft diese 
in einem und nnr einem (eigentlichen oder uncigentliehen) Pnnete, 
denn sie kann als Schnitt zweier Ebenen aofgefasst werden. 

Drei gerade Linien, von denen jede die andere schneidet, 
treffen eich in einem Puncto, wenn sie nicht in einer Ebene 
liegen. Denn zwei gerade Linien, die sich schneiden, bestimmen 
eine Ebene. Trifft nun die dritte Gerade die ersteren in ver- 
schiedenen Puneten, so liegt diese dntto Gerade ganz in dieser 
Ebene. 

Projicirt man von einem Punete ausserhalb einer Ebene 
die Pnnete derselben, so erflillcn die projieirenden Strahlen den 
ganzen Raum, sie bilden einen Bündel, eine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Sh-ablen. Denn der Bündel ist von der- 
selben Mächtigkeit als die Punete der projieii-ten Ebene, auf die 
ea" eineindeutig bezogen ist. Der Raum ist deshalb eine dreifach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Puneten, bat drei Ausdehnungen, 
denn in jedem Strahle des Bündels haben die Pnnete noch eine 
einfach unendliche Mannigfaltigkeit. 

Die uneigentUehen Punete des Raumes haben mit jeder 
Geraden einen Punet, mit jeder Ebene eine Gerade gemein. Man 
fasBt deshalb die uneigentliehen Punete des Raumes unter dem 
Begriff der uneigentliehen oder unendlich fernen Ebene zusammen. 

Die Geltung der ausgesprochenen Sätze ist nicht davon ab- 
hängig, ob sie sich auf eigentliche oder uneigentliehe Elemente 
beziehen, sie bilden die Operationsbasis der projeetiven Geo- 
metrie. l'Ur sie ist es gleichgültig, ob ein Element eigentlich 
eder uneigentlieh ist, und ea kann das Prädikat „uneigentlieh" 
i-m Allgemeinen unterdrückt werden. Erst wenn mau auf gewisse 
Gebilde, die man vor andern auszeichnet, eine projective Mass- 
bestimmung gründen will, greift man am natürlichsten zu den 
uneigentliehen Elementen, was zwar nicht nothwendig, aber 
doch wegen der Besonderheit, die sie in unserer Vorstellung ein- 
nehmen, angezeigt ist. Namentlich bei Construktionen , die ein 
äusseres Hülfsmittel , das Lineal erfordern, zeichnen sieh die un- 
eigentlichen Elemente ganz von selbst aus. In der reinen Kaum- 
lehre könnte man von Construktionen absehen, die Postulate auf- 
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stellen, dass durch Äe*»- Piincle eine Gerade, als Schnitt zweier 
Geraden ein Pimet alB völlig hestimmt anzusehen sei, mau könnte 
sieh mit dem Beechreiben von Figuren hegnUgen, Es leuchtet 
aber ein, daas es eine grosso Unterstützung der Vorstellung ist, 
der nur Wenige sieh entscWagen möehteu, wenn die geometrischen 
Gebilde durch Zeielinuugeu dargestellt werdeu. Ich halte es flir 
nützlich, von Figuren einen ausgedehnten Gebrauch zu machen, 
da ergeben sieh Construetionsaufgaben von selbst, fllr welche als 
das vorzüglichste und elementarste Hülfsmittel daa Lineal an- 
zusehen ist. In wie weit man mit demselben auch Construktiouen 
aneflihren kann, wenn uneigentliche Elemente auftreten, wird die 
Folge lehren, es würde aber, wie ich sogleich bemerke, die 
Systematik der Geometrie wesentlich stören, wollte man die Auf- 
gaben, zwei Puncte durch eine Gerade z« verbinden, oder den 
Schnitt zweier Geraden zu construireu, dann nicht zu den linearen 
rechnen, wenn sie uneigentliche Construktionselemente enthalten. 

Der Begriff der dualistischen Verwandtschaft wird 
später genauer auseinander gesetzt werden; es ist angebracht, schon 
hier einige vorläufige Bemerkungen daiüber einzusehalten. - — Die 
Ebene kann ebensowohl als Punctfeld, wie als Geradenfeld an- 
gesehen werden, es giebt also eine dualistische Auffassung der 
Ebene. Zwei Puncte bestimmen eine Gerade, zwei gerade Linien 
bestimmen einen Piinet, sind dualistisch gegenüberstehende Sätze. 
Ein Dreieck hat drei Seiten, ein Dreiseit hat drei Ecken. Ein 
Viereck hat sechs Seiten und drei Nebeneeken (weitere Schnitt- 
paucte der sechs Seiten), ein Vierseit bat sechs Ecken und drei 
Nebenseiten (Diagonalen). Ein «-Eck hat in (n~l) Seiten und 
in {n — 1) (nn — bn+Q) Nebenecken, ein n-Seii hat in(n — 1) 
Ecken und in(n^l)(n)i—6n-\-6) Nebenseiten. Eine Gerade ist 
Träger einer Punctreihe, ein Punct ist Träger einer Strahlenreihe 
(eines Büschels). Man wird zunächst das Vorhandensein der 
Dualität als eine Thatsache fortlaufend registriren, bis dieselbe 
auf das Princip der Polarität systematisch gegründet wird. 

Ehe ich mich nun zur prqjeetiven Untersuchung des Baumes, 
speciell der Ebene auf Grund der ausgesprochenen Sätze wende, 
will ich mich noch einmal dagegen verwahren, als ob ich diese 
Sätze, weil einige erörternde Bemerkungen eingeflossen sind, 
habe erkenntnisstheoretisch begi'Unden wollen. Diese Aufgabe 
lehne ich ab, stütze mich auf die ausgesprochenen Sätze wie auf 
Axiome. — Wir verstehen unter reiner Geometrie den Theil der 
Raumlehre, in dem von der Existenz eines bewegliehen Mass- 
stabes abgesehen wird. Dass diese reine Geometrie deswegen 
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nicht auf Beti'aelitung von Massverlijiltnissen Ubevliaupt verzichten 
mnsB, ergiebt (las Naelifolgende , und es braucht daher der ety- 
mologisch den Begriff des Messens cutlialteude Name »Geometrie" 
nicht verworfen zu werden. 

Es folgt nun (Fig. 1) der Satz von den pers iipi-tivtMi "Dret- 
eeken . — Sehneiden sich die Verbindungslinien der Ecken zweier 
jn_jrei'8cbißdenfiiL,Ebeflen s und s" liegenden Dreiecke in einem 
Pnocte G", mit anderen Worten, sind die beiden Dreiecke ÄÜC 
in E und A"B"C" in t" einander perspectiv (/\), so schneiden 
sieh die entsprechenden Seiten ahc, a"h"c" dieser Dreiecke paar- 
weise auf der gemeinBamen Achse g der Dreieeksehenen s, s", 
also auf einer Geraden. — Die Strahlen G"A"A, G"B"B, G"C"C 
mögen hez. mit l" m" n" bezeichnet werden. Dann liegen die 
Geraden aa" in der Ebene m"n" und schneiden sieh deshalb in 
einem Puncto L. Ebenso sehneiden sich hh" (Ebene V'n") in 
einem Puncte M, und cc" (Ebene l"-in") in einem Puncte N. Die 
Schnittpnnete aber müssen in den beiden Ebenen i, i" liegen, 
also auf deren Achse g, also auf einer Geraden w. z. h. w. — Daran 
ändert sieh nichts, wenn einige der vorkommenden Elemente un- 
eigentliche sind. 

Schneiden sich die Seiten zweier Dreiecke uhe, a"h"o" paar- 
weise in drei Puneten einer Geraden, die natftrlich die Achse g 
der beiden Dreiecksebenen e, t" sein muss, so liegen die Drei- 
seite perspectiv, d. h. die Verbindungslinien l"m"u" der ent- 
sprechenden Ecken AA", BB", CC" gehen dureh einen {vielleicht 
uneigentliehen) Punct G". 

Beweis. Die Linien m"n", n"l", l"m" liegen paai'weise in 
einer Ebene, nämlich in den Ebenen aa", hh", cc", sie sind die 
Schnittlinien dreier Ebenen, folglieh müssen sie sifh in einem 
Puncte sehneiden. 

Dreiecke (oder Dreiseite), die in^ derselb en Eben e liegen, 
heissen einander perspectiv, wenn entweder die Verbindungs- 
linien von drei Paaren verschiedener Ecken durch einen Punet 
gehen, oder wenn sieh die Seiten paarweise in drei Puneten einer 
Geraden sehneiden. Die eine Eigenschaft aber ist eine noth- 
wendige Folge der andern. 

Beweis. 1. Es mögen die Seiten aa', hh', cc' der Dreiecke 
bez. dureh die Puncte LMN einer Geraden g gehen. Durch g 
legen wir eine Ebene k" und üieben in ilir durch LMN drei sieh 
nicht in einem Puncte sehneidende gerade Linien a"h"c", sie 
bilden ein Dreiseit, welches nach dem eben bewieseneu Satze so- 
wohl übe, als auch a'b'c' perspectiv liegt. Die Verbindungslinie 
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A der Pcrspcetivitätscciitreu G'G" {Fig. 1) trifft die Ebene e der 
gegebenen Drciseitc in einem Puucte G, duroh welchen die Vev- 
bindungsliuiea Umi der Dreiseitseoken AA', BB', CG' hindurch 
gcheu, weil sie iu den Ebenen der Gcradeupaare SA"A, SA"A' oder 
l"l' bez. in den Ebenen m"m', n"n' liegen und daher die Gerade 
h treffen niUssen, was nur im Pinicte G (he) möglich ist. 2. Es 
mögen die Verbindungslinien AA', BB', CG' [l, m, n) der Ecken 
der beiden Drciaeite durch einen Panet G gehen, dann legen wir 
dnrch G eine nicht in die Ebene £ fallende Gerade h, und pro- 
jiciren von zwei Pnuetcn G'G" derselben bez. die Dreiecke ABC 
und A'B'C. So sehneiden sieli die Geraden G"A, G'A' {VV) in 
einem Pnueie A", weil diese Linien in einer Ebene, der Ebene 
hl liegen. Ebenso sehneiden sich die Geraden m"ni' in einem 
Punet J?", »j'V in einem Piincte C", weil diese Linien bez. in 
den Ebenen mji, nJi liegen. Das so erhaltene Dreieck A"B"C", 
welches in einer von e verschiedenen Ebene e" liegt, ist nun so- 
wohl dem Dreieck ABC als auch dem Dreieck A'B'C perspectiv, 
die Seiten des letzteren sclmeiden sicli in den drei Pnncten der 
Achse (j der Ebenen s, t", welche die Seiten a"h"c" des Dreiecks 
A"B"C" auf ihr bestimmen, also auf einer Geraden, w. z. b. w. 

Obwohl der Pnnet G, als in der Ebene der Di-eieeke AlBC, 
A'B'C liegend, nicht eigentlich als Perspectivitittsfi aillmm be- 
trachtet werden kann, so soll doch dieser Name, der zutreffen 
wttrde, wenn die Dreiecke in verschiedenen Ebenen lägen, ge- 
wissermassen ftlr die Grenzlage des Zusammenfallens der Ebenen, 
beibehalten werden. Die Gerade g aber, anf der die entsprechenden 
Seiten sieh sehneiden, nennen wir die F erspectivitätsaehs e. 

Sind die Seiten zweier Dreiecke parallel, ist ihre Ferspecti- 
vitätsachse die uneigentliehe Gerade ihrer Ebene, so heisseii die 
Dreiecke ähnlieh, und das Perspeetivitätseentrum lieisst Aehnlich- 
keitspuuet. 

Sind zwei Paare paralleler gerader Linien aa', hh' gegeben, 
so kann man linear zu einer Geraden c eine parallele c' con- 
atruiren. Man sehe ahc als ein Dreieck an, dessen ahc gegen- 
überliegende Ecken bez. mit ABC bezeichnet werden. Auf a' 
nehme man einen Pnnct B' willkürlich an, bezeichne den Punct 
(«'&') mit C, so musB der Pnnct A' auf h', der eine durch B' 
gehende c parallele Gci'ade e' bestimmt, mit A verbunden durch 
den Punct G gehen, den die Geraden BB', CC bestimmen. Da- 
durch ist A' bestimmt. 

Sieht man Fig. 1 als eine ebene Zeichnung an , so gewinnt 
man sofort den Satz. — Gehen die Seiten dreier Dreiecke zu je 
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to 

dreien diireli je einen Piinet auf einer Geraden, so sehneiden sieh 
die Verbindiingalinien dev Ecken je zweier Dreiecke in drei 
Puncteu einer Geraden, Diese Gerade iat die PerspectivitätsaehBe 
der beiden Dreiecke AA'A", BB'B". 

Gehen die Verbindungslinien der Ecken je zweier von drei 
Dreiecken dnvoh einen Pimct, AA', SB', CC dnreh G, A'A", B'B", 
OC" dnreh G', A'A, B"B, O'C durch G", und liegen die drei 
Punete GG'G" auf einer Geraden A, so schneiden sieh die Seiten 
dieser Dreieelto zu je dreien in je einem Punete, in den Pnneteu 
LMN, die auf einer Geraden g liegen. Zum Beweis betrachte 
man die Dreiecke AA'A", BB'B", COC". 

Diesem Satze steht dualistisch der folgende gegenüber {Fig.2). 
Liegen die Ecken dreier Dreiecke ABC, A'B'C, A"B"C" zu je 
dreien auf einer Geraden durch einen Punct G, GAÄ'Ä" auf l, 
GBB'B" auf m, GCCC" auf n, so schneiden sieh die entsprechenden 
Seiten je zweier Dreiecke, a'a" in L, h'h" in M, c'c" in N; a"a 
in L', h"h in M', c"c in S"; au' in L", Vb' in M", C(^ in JT" so, 
dass diese Punete zu je dreien auf einer Geraden liegen, iMJV auf 
(I, L'M'N' auf (/', L"M"N" auf (/", und die drei Geraden gg'g" 
schneiden sich in einem Punete II. Dieser Piinet H ist das Per- 
speetivitätseentrum der beiden Dreiseite aa'a", Wb". 

Es ist nicht ohne Interesse zu bemerken, dass zwei Drei- 
ecke einander mehrfach perspectiv liegen können. — Soll (Fig. 3") 
das Dreieck ABC dem Dreieck A'B'X perspectiv sein, so liegt 
X auf der Geraden ö'C, wenn G' der Schnittpunet von AA', BB' 
ist. Soll ÄCB Ä -A'S'Y sein, so liegt Y auf der Geraden G"B, 
wenn G" der Schnittpunet von AA', ÜB' ist. Lässt man die 
Punete XY auf den Punet C fallen, in dem sich die Geraden 
G'C, G"B Söhneiden, so liegen die beiden Dreiecke doppelt per- 
spectiv. — Besonders interessant ist der Fall (Fig. 3'') in dem 
ABC X A'B'C und ABC ~/\ B'C'A' ist, in dem also eine eyc- 
lisehe Vertauschung entfipveeheuder Ecken statt hat. Ist ABC 
Ä A'B'X und ABC J\ B'YA', und sind G'G" die beiden Per- 
spectivitätscentren , so kann X willkürlich auf G'C, Y willkürlich 
auf G"B genommen werden. Lässt man XY in den Punct C zu- 
sammenfallen, in dem sich G'C, G"B schneiden, so ist zwischen 
den beiden Dreiecken ABC, A'B'C die verlangte doppelte Per- 
speetivität vorhanden. Später wird der (Pascal'sehe) Satz be- 
wiesen, dass in dem Scchsecksechsseit AG'CB'G"B, dessen Ecken 
auf G'B' und G"C liegen, sich die gegenüberliegenden Seiten, AG' 
und B'G", G'C und G"B, CB' und BA' in drei Puneten einer 
Geraden, in den Puneten ACQ schneiden. Daraus folgt, dass 
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auch noch ABO J\ C/A'B' iwt. Die dvei Dreiecke ABC, A'B'C, 
G'G"G sind paarweiso einander dreifaeii perspectiv, und die Per- 
speotivitätscentreu je zweier sind die Ecken des dritten Dreieeks. 

— Zwei Dreiecke köunen einander aucb vierfaeli, in idealer 
Weise sogar sechsfach perspectiv liegen. Man lese daräbcr eine 
Abliandlung Sehrötere im IL Bande der Leipziger Ännalen p. 553, 

Mittels des Satzes von den perspectiven Dreiecken mag noch 
folgende Confignvation und die ihr dualistische besprochen werden. 

— Gehen von drei Pnncten LMN einer Geraden g drei Strahlen- 
paare aa', hb', cd ans, so bilden je zwei dieser Paare drei Vier- 
scite, deren Nchenseiten p q r m v w siüh viermal zu je dreien in 




einem Punete, nämlich in den Puneten PQES schneiden. Und 
dualistisch — liegen drei Punctpaaro AA', BB', CC auf Geraden 
Imn durch einen Puuet G, so bilden je zwei der Paare AA', 
BB', CC drei Vierecke, deren Nebenecken FQIiUVW viermal 
zti je dreien auf einer der Geraden p<p's liegen. — Zum Beweise be- 
trachte man die perepeetiven Dreiseite ahc ^ a'h'c', oho' X «'^'"i 
ah'c ^ a'b<^, a'hc % ab'<^, im dualistischen Satze die perspectiven 
Dreiecke ABC ^ A'BV, ABC J\ A'B'Ü, AB'G ^ A'BC, A'BC 
Ä AB'C. 
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Kapitel I. 

Lineare Gebilde. Die harmonische, die perspective 
und die projective Bezieliung. 

Ii) einem Vieraeit {Vig.4) «ce/' bcstdninicii zwei NobcnHoiten 
d(j iiuf der dritten r zwei Piinetc BI), die mit deu auf ilir 
liegenden Ecken AC eine harmouisclie Piinctreilie bilden, und 
dnaliatiscli: 

In einem Viereck ACEF bestimmen zwei Nebeneeken DQ 
mit der dritten R zwei Strahlen M, die mit den diireli E geliendcu 
Seiten ac einen liarmonisclieu StrahlenbiiscUcl bilden. 

Aendert B seine Lage, wäbrend ÄC featbleiben, z. B. da- 
durch daas F verändert wird, so äindert auch D seine Lage. 
Fällt F auf B, so fällt S auf C und D auf C. Die Eeken AC 
heissen zugeordnete Punete der barmoniseben Reihe ABCD, iiud 
SB heissen ebenfalls einander zugeordnet. — Die Geraden ac 
in dem harmonischen Büsebel ahcd, zwei Seiten des Vierecks 
ACEF beiasen zugeordnete Strahlen, und hd heissen ebenfalls 
zugeordnet. Zugeordnete Elemente sind durch einander getrennt, 
man kann von dem einem auf continiiirlicbe Art nicht zum andem 
gelangen, ohne Über eins der beiden andern Elemente hinweg 
zu geben. Man sagt deshalb aiicb , die Puncto AC seien durch 
BB, oder die Strahlen ac seien durch M harmonisch getrennt. 
Sind aßyö vier bannonipche Elemente (Puucte oder Strahlen), so 
wählt man in der Regel die Schreibweise so, dass getrennte Ele- 
mente auch in der Bezeichnung getrennt sind. Es sind in der 
Figur nicht nur ASCB vier barmonisebe Pnncte, und abcd har- 
monische Strahlen, sondern ancb F(dq)EB, R{dq)QB sind har- 
monische Pnncte, und ed^QB), bq{QBy sind barmonisebe Büschel. 
In unserer Figur werden harmonische Pnncte durch harmonische 
Strahlen projidrt. 

Es muBS nun die wesentliche Eifjcnseliaft barmoniseber 
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Elemente bewiesen werden, dass durch drei und die Zuordnung 
das vierte vollkommen eindeutig beiftimmt ist 

Haben zwei Vieisute (lig 5) htmo Jmno eine gemeinsame 
Nebenseite und auf ibi die gemeinRimen P ekeu A( ua \ gehen 
die NebenRi.iten p j duich dLn'4eIbeQ Puoet P luf so geben 
die beiden indem Nelenseiten j j durcb den namhihen Piinit 
J) auf r. 

Beweis Es ist E(jrH~/\E( H weil iieb die Seiten diesei 
Dreiecke i iirweise m PuneteB einei Geiaden ? trefien Mithin 
gehen die Cenden 6(r, LA IIH durch einen Punet S 1 Venso 
ist EFH }\ EF'H', und es gelit auch uoeh die Gerade FE durch 
S. Folglieb ist GHF'^G'H'F, weil die Verbindungslinien der 
Ecken dieser Dreieeke GG', HB', FF' durch einen Punct S 
gehen, mithin schneiden sieh ihre entsprechenden Seiten auf einer 
Geraden, nämlich in den Puneten ÄCD, d.h. es bestimmen gq' 
auf r denselben Punct D. Hiermit ist bewiesen, dass durch drei 
Puncte und die Bestimmung, welche von ihnen zugeordnete sein 
sollen, der vierte harmonische völlig bestimmt ist, wenn noch er- 
wiesen wird, dass einander iils Ecken zugeordnete Punete und 
die dui'ch die Nebenseiten zugeordneten völlig gleichberechtigt 
sind. Dies geschieht durch den Nachweis, dass sich durch die 
Punete ÄBCD ein Vierseit legen lässt, von dem Kwei Ecken in 
BD liegen, und von dem zwei Nebenseiten durch ÜB gehen. 




Das Vieraeit Inino hat auf r die Ecken AC, und die Neben- 
seiten p und q bestimmen auf r die Punete B und L. Die beiden 
Vierseite nopiq und iwi>q haben beide B'B' zu Ecken und die 
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NebeoRcite in des ersten nnd die Nelienscite r des zweiten geht 
durch A. Also gehen die beiden andern Nebenseiten EC bez. 
FC durch denselben Punct C auf l, sie sind ein und dieselbe 
Gerade s. Es bat inithin das Vierseit pqxiv Ecken in BD auf 
der Nebenseite r, und die anderen Nebenseiten l und s gehen 
durek A und C. Damit ist die Gieiehbereehtigung der beiden 
Paare zugeordneter l'unete erwiesen. — Der analoge Satz flir 
barmonische EUsehel erledigt sieb von selbst durcli den nachher 
zu beweisenden Satz : Jeder Büschel, der vier harmonische Puncto 
projicirt, ist harmonisch, und jede Gerade trifft einen harmonischen 
Büschel in harmonischen Pnneten, 

In der benutzten Figur liegen die Ecken des Vierseits Imno 
auf einer Seite der Nebenseite r, die Sätze sind jedoch davon 
ganz unabhängig, weil im Beweis seihst von dieser zufälligen 
Eigenschaft kein Gebrauch gemacht wird. Will man noch ein- 
mal räumliche Anschauungen herbeiziehen, so überzeugt man sich 
leicht, dass man ein Vierseit so auf ein anderes projieiren kann, 
dasa in Bezug auf zwei einander perspectiv entsprechende Neben- 
seiten in dem einen die Ecken alle auf einer Seite derselben 
liegen, in dem andern auf verschiedenen Seiten. Im Grande ist 
eine Gerade in der projeetiven Geometrie überhaupt eine ein- 
seitige Linie. 

Liegen vier harmonische Puncte vier andern Puncten per- 
spectiv, 80 sind diese auch barmoniseh, oder wird ein Biisehel 
von vier harmonischen Strahlen durch eine Gerade in vier har- 
monischen Puncten getroffen, so wird er von jeder Geraden in 
vier harmonischen Puncten getroffen. Ein singulärer Fall ist der, 
dass die zweite Gerade durch den Träger des Büschels geht, 
dann fallen die vier Schnittpunete in einen zusammen. — Nimmt 
man zuerst an, die Puncte ABCD and A'B'C'D, die pei'speetiv 
liegen, haben B geraein (man zeichne die einfache Figur selbst) 
und R sei der Punct, von dem ABCD und A'B'C'D gleichzeitig 
projicirt werden, so nehme man auf 6, der Geraden HEB' einen 
Punct Q an, imd verbinde ihn mit A und C. Die Verbindungs- 
linien bestimmen auf der Geraden a, d. h. der Linie MAA' den 
Punct M, auf der Geraden c {BCC) den Punct JV. Die Ver- 
bindungslinie MN muHs durch D gehen, weil ABCD als har- 
monisch angenommen sind. Verbindet man M mit O, N mit A', 
80 schneiden sieh diese Linien in einem Punete Q'. Wird von 
ihm bewiesen, dass er auf h liegt, so ist es richtig, dass A'B'C'D 
(harmonjeQbe, Puncto sind wegen des Vierseits ac{NA'){MC'). — 
•Eb sind .MßOf flndi\J!if4-4' perspective Dreiecke, ,v7eil .sich die 
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Verbindiingsliniei] ibver Eekeu in eiuem Puaete I> schüeicleii, 
folglich liegen die Sehcittpunöte ihrer Seiten in einer Geraden, 
es liegen die Puncto RQQ' in h, w. z, b. w. 

Kun falle B' iiielit mit I) zusammen, während ABCB har- 
monisch sind und ABCB X Ä'B'C'I)' ist. Dann ziehe man die 
Gerade Ä'D, welche \ ou dem die beiden Gebilde ABCB, A'B'C'B' 
nach der Voransaetznng gleichzeitig projietreoden Büschel ahcd 
in A'B"C"B getroffen wird. Dann sind A'B"0'B nach dem eben 
bewiesenen Satze harmonische Puncte, und daraus folgt wieder, 
dass A'B'C'B' harmonische Puncte sind. Die Art, wie vorhin der 
Punct Q gefunden wurde, lehrt, dass ein Büeehel der vier har- 
monische Punete projieirt, ein harmonischer Büschel in dem früher 
gegebeneu Sinne ist, woraus weiter folgt, dass jeder harmonische 
BUschel von jeder Geraden in vier harmonischen Puneten ge- 
troffen wird. 

Schneiden sich die Strahlen zweier Büschel abede . ., a'b'c'd'e' . . 
paarweise auf einer Gerädert, so heissen die Büschel perspecHv, 
die O&i-ade heisst die Perspectivitätsachse. Sind vier Strahlern 
eines Büschels hannonische, so sind auch die ihnen perspectiv ent- 
sprechenden Strahlen des andern Büschels har/nonische. — Denn 
die Schnittpnncte beider mit der Perspeetivitatsachse sind har- 
monisehe Pancte. 

Anfgabe. Zu drei Elementen bei gegebener Zuordnung das 
vierte harmoniaehe zu finden. — Sind die Elemente yl^BCPHnete, so 
projiciren wir sie von II aus durch die Strahlen abc, nehmen auf b 
einen Ponct Q an, verbinden ihn mit A. und C. Die Verbindungslinien 
bestimmen auf ae Panete MN, deren Verbindungslinie auf der 
Geraden ABC den gesuchten Punct B bestimmt, der B zugeordnet 
ist. Sind die Elemente Strahlen abc, so schneide man sie durch 
eine Gerade in den Pimcten ABC und verfahre wie vorhin. 

Aufgabe. Vier Puncto, die nicht in einer Geraden liegen 
durch einen harmonischen Büschel zu projiciren. Die Puncte 
seien AXCJY, AC sollen durch zugeordnete Strahlen projieirt 
werden, — Man nehme auf AG den Punct B an und construire 
den vierten harmonischen B. Der Schnittpunet von XB, YD ist 
der Träger eines der Aufgabe genügenden Büschels. Da B will- 
kttrlißh auf AC genommen werden kann, so giebt es einfach un- 
endlich viele der Aufgabe genügende Projeetionscentren. Durch 
verä^id^irte Zuordnuijg erhält, man weitare, Lösijngen. Fällt X 
■ftiif ^C.,. so,. ,mu^ B.X selbst- sein, und die,,Eroj?ötioiisecntrein 
,iiegen,iauf,deF Ger,ad^ Ti^.,— , JJualjs,tiaefe, gegenii.lier„&tebt-idie 
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Aufgabe: Vier gerade Linien axcy, die nicht dnreli einen Punct 
gehen, durch eine Gerade harmonisch zu sehneiden. — Durch 
den Sehnittpunet (ac) lege man eine Gerade b und bestimme zn 
abc den viei-ten harmonischen Strahl ä. Die Gerade durch die 
Sehnittpunete (b.v) {äy) entspricht der Aufgabe. Geht x durch ac, 
80 muss X ftir b genommen werden, und es genügen alle Strahlen 
des linearen StrahlenbUsehels der Aufgabe, dessen Träger der 
Pnnct {äy) ist. 

Aufgabe. Auf einer Geraden y einen Punet P so zu be- 
stimmen, dass g und die durch drei gegebene Puncte AXC 
gehenden Strahlen PA, PX, PC harmonische sind. — Z* sei der 
Sehnittpunet von g mit ÄC, B der von Z* durch AC getrennte 
vierte harmonische, so liefert die Gerade BX smi g den gesuchten 
Punct. — Liegt X auf AC, so sind entweder AXCD harmonische 
Puncto, lind P kann auf g willklirlich gewählt werden, oder sie 
sind es nicht, und die Lösung der Aufgabe ist unmöglich. Dua- 
listisch gegenüber steht die Aufgabe: Durch einen P«net (? eine 
Gerade j) zu legen, welche die Geraden axc in Puncten trifft, 
die mit G zusammen vier harmonische bilden. 

Man sagt auch: Zwei Puncte sind durch zwei gerade Linien 
harmonisch getrennt, wenn die Verbindungslinien dieser Puncte 
mit dem Sehnittpunete der beiden Geraden einen liarmoniseheu 
Büschel bilden, oder wenn eine Gerade durch die beiden Puncte 
die beiden ersten Geraden in zwei Puncten trifft, die durch die 
gegebenen harmonisch getrennt sind. — Der Ort aller Puncte, die 
von einem gegebenen P durch zwei Gerade harmonisch getrennt 
sind, ist eine Gerade durch den Sehnittpunet der gegebenen Ge- 
raden, man kann sie die Polare von P für das Geradenpaar 
nennen. Alle Geraden die von einer Geraden p durch zwei 
Puncte harmonisch getrennt sind, gehen durch einen Puuet auf 
der Verbindungslinie der beiden Geraden, man kann ihn den 
Pol der Geraden ]) fUv das Punetpaar nennen. 

In einem Vierseit sind zwei Nebenseiten durch die nicht 
auf ihnen liegenden Ecken harmonisch getrennt. 

Schneidet man die Seiten ab c eines Dreiecks ABC durch 
eine Gerade g (man zeichne die einfache Figur selbst), die a in 
S, 6 in B, c m Q trifft, und bestimmt man Q' so, dass AQBQ' 
harmonische Puncte sind, so schneiden sich die Geraden AS{s), 
BB{r), CQ' in einem Puncte G. Die Gerade CO(q'} bestimmt den 
vierten harmonischen Punet Q' auf c, weil q'g Nebenseiten des 
Vierseits abrs sind. — Sehneiden sich drei Transversalen srg' 
durch die Ecken eines Dreiecks ABC in einem Puncte G, und 
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treffen srq' die Seiten des Dreiecks in den l'uncteii SRQ', und 
zieht man noch die Gerade q, die von (/ durch a und h harmouiseh 
getrennt ist, und bestimmt diese auf c den Punct Q, m liegen 
SBQ auf einer Gferaden g. 

Die wiederholte Anwendung dieser beiden sich dualistisch 
gegenüberstehenden SiUze giebt Anlasa zu einer Configuration 
(Fig. 6, Taf. TI). Verbindet man die Ecken eines Breiecks ABC 
mit einem Puncte G durch die Geraden srq\ die die Dreieeks- 
seiten abc bez. in SRQ' treffen und ist q der Strahl durch C, 
der von q' durch « und b harmonisch getrennt ist, / der Strahl, 
der von r durch nc, s' der Strahl, der von s durch hc harmonisch 
getrennt ist, «nd sind AQSQ', SSCS', CEAU' hai'moniache Puncte, 
so liegen SR(^ auf einer Geraden g, B'S'Q auf einer Geraden y', 
Q'SB' auf einer Geraden (/", Q'RS' auf einer Geraden g'" und es 
gehen qVs' durch einen Punct G', qsr' durch G", rs'q durch einen 
Punct G'". Die Puncte ABCQQ'ER'SS'GG'G"G"' liegen neunmal 
zu je vieren, und viermal zu je dreien auf eiuer Geraden, und 
die Geraden abcrr'qq'ss'gg'g"g"' gehen neunmal zu je vieren und 
viermal zu je dreien durch einen l'unet. 

Aufgabe. Durch 
einen Punct P eine 
Geradep nach dem un- 
zugänglichen Schnitt- 
puncte zweier Ge- 
raden l und m zu 
ziehen. 

Man ziehe durch 
P zwei Gerade, welche 
l und m in den Puucten 
XY, X'T treffen, ziehe 
XY' und X'Y bis sich diese 
Linien schneiden , etwa in Q, 
dann ziehe man eine Gerade $.22', 
ziehe ZY\ Z'X, welche Linien 
sieh in P' schneiden. Dann ist 
FT" die gesuchte Linie p, weil 
zwei ihrer Puncte (P und P) und 
mithin alle von Q durch l und 
M( harmonisch getrennt sind. Dua- 
listisch hierzu ist die 

Aufgabe: Auf einer Geraden p einen Punet P so zu be- 
stimmen, dass er mit zwei Puneten L und M auf einer Geraden 
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liegt, wenn zwischen M nutl L ein unziigängliehes Stück der 
Ebene liegt 

Man bestimme auf p zwei Pijncte, welclie mit M nud L die 
Strahlen xy, afy' bestimmen, suche die Sehuittpuncte von an)' und 
yx', äie sich auf einer Geraden, etwa 5, treffen. Von einem 
Pnnete anf g ziehe man nach M. und L zwei Strahlen z und ^, 
bestimme die Selmittpnncte ey', z'x, welche anf einer Geraden •(>' 
liegen. Der Schnittpunct von ^ und j)' iat der gesuchte Pnnet 
P, weil zwei durch ihn gehende Geraden {p und j»') und mithin 
alle durch ihn gehende Geraden harmonisch von g durch L und 
M getrennt sind. 

Einen speci eilen Fall einea unzugänglichen Schnittpunctes 
bildet der uneigentliche oder unendlich ferne Punet zweier Par- 
allelen. Sind zwei parallele Geraden gegeben, so kann man 
leicht mit dem Lineal eine dritte Parallele zu ihnen durch einen 
beliebigen Punct ziehen. Die Annahme, daas zwei Paare paralleler 
gerader Linien in der Construktionsebene gegeben seien, soll hier 
liberall gemacht werden, weil nur unter dieser Annahme prin- 
eipiell lineare Aiifgaben auch praktisch linear lösbar sind. 

Wir nennen einen Punct G die Mitte zwischen AB, wenn 
er vom uneigentlieheu Punete der Geraden Ali durch AB har- 
monisch getrennt ist. Die Mitte ist linear construirbar. Hierin 
liegt eine Massbestimmung auf einer Geraden, die anf dem har- 
monischen Verhältnisse und der Auszeichnung des uneigentlichen 
Punetes beruht. Wollte man sagen, die Mitte einer Strecke sei 
der Punct, der bei der Umkehrung der Strecke seine Lage nicht 
ändert, so wKvde man die Hypothese machen, dass die umge- 
kehrte Strecke mit der ursprllngliehen zur Deckung gebracht 
werden könne, überhaupt aber würde die Strecke wie ein fester 
Körper im Räume oder wenigstens in der Ebene als forttragbar 
angenommen werden, man wUrde also den Standpunct, den wir 
als rein geometrischen bezeichnet haben, verlassen, — Die Auf- 
gabe, eine Strecke AC zu verdoppeln, d. h. einen Punct B auf 
der Geraden AC so zu bestimmen, dass G die Mitte zwischen 
AH ist, lässt sieh mit dem Lineal lösen. — Man ziehe zu AG 
eine Pai'allele (j, verbinde einen Punct P anf ihr mit A und G 
durch die Geraden a und c. Einen zweiten Punet L anf g ver- 
binde man mit C durch eine Gerade li, die « in ^ treffen möge. 
Durch Q lege man eine Parallele /■; zu <j, die c in P ti-effen mag. 
Die Verbindungslinie h der Punete LR bestimmt auf AG den ge- 
suchten Punet B. — Der uneigentliehe Punct von <j und ^ und 
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der Schnittpimet C von h und c sind Ecken des Vierseits gMc, 
dessen Nebenseiten ah dureli A und B gchco. 

In einem Parallelogramm oci'bh' scLneiden siüh die beiden 
Nebenseiten , die eigentliebe gerade Linien sind in der Mitte 
der Streeken, die auf ihnen durch die Ecken des Parallelogi-amms 
bestimmt werden (die Diagonalen halbireu sich). Denn die un- 
eigentliehe Gerade als dritte Nebenseite des Parallelogramms 
aa'bb' bestimmt mit einer andern Hebenseite, etwa der Ver- 
bindungslinie c der Puncte («fc') {a'b) auf der Kebenseite c', der 
Verbindungslinie {ab){a'h'), vier harmonische Puncte, von denen 
einer ein uneigentlieher ist, so dasa der Scbnittpunet Q von cc' 
in der Mitte von (ab) {a'b') liegt. Ebenso ist Q die Mitte zwischen 
{ah'){a'b). — Die Gerade d, welche von der nneigentliehen Ge- 
raden durch bh' harmonieeh getrennt ist, geht auch durch Q, zu- 
gleich auch durch die Mitten MM' der Strecken («*)(«&') und 
{a'b) {a'b'). In einem Parallelogramm gehen die Verbindungs- 
linien der Mitten gegenüberliegender Seiten mit den beiden eigent- 
lichen Nebenseiten durch einen Punet, und sind den Parallelo- 
gi-amm selten bez. parallel. 

Nennt man die gegenllberüegenden Seiten eines Parallelo- 
gramms als Strecken einander der Grösse nach gleich, so lassen 
sich auch Strecken auf verschiedenen, wenn nur einander par- 
allelen Geraden mit einander der Grösse nach vergleichen, wo- 
von erst später gesprochen werden soll. Es gehört aber zu den 
Eigenthtimlichkeiten der Euklidischen Raumanffassung, daas In 
ihm die Massbestimmangen nicht dualistieeh auftreten, woi"ttber 
später zu sprechen ist. 

Perspective Gebilde. Gerade Punctreihen, die verschiedene 
Träger g, g' haben, hassen perspectiv, tvenn die entsprechenden 
Puncte durch einen StraMenbüschel G gleichzeitig projicirt (auf- 
genommen) werden. Sie haben einen Punct, den Punet [g, g'), 
enteprechend gemein. Die Puneti-eihe kann continuirlich oder 
diseontinuirlich sein. Man schreibt ABCDEF . . X A'B'G'B'ET. . 
worin AÄ', BB', CO . . sich entsprechen. Durch zwei Paare ent- 
sprechender Pimcte, unter denen sieh der sich selbst entsprechende 
{gg') nicht befinden darf, ist das Pei'speetivitätscenti'um, und 
folglich die perspective Beziehung bestimmt. 

StrahlenMschel , die verschiedene Träger GG' haben, hdssen 
perspectiv, wenn sie von einei- Geraden g in entsprechenden Puncten 
getroffen werden, so äass entsprechende Strahlen sich auf g 
schneiden. Sie haben einen Strahl {GG') entsprechend gemein. 
Der Büschel kann continuirlich oder diseontinuirlich sein. Man 
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sehreibt obcdef . . ^ a'b'&d'e'f . . , wenn aa', hb', c& . . die ent- 
spreehenden , die sieh auf g schneidenden Strahlen sind. Dureli 
zwei Paare entsprechender Strahlen (die den Strahl {GG') nicht 
enthalten dürfen) ist die Perspeetivitätsaehse g nnd damit die 
perspective Beziehung überhaupt bestimmt. — Im wörtlichen 
Sinne perepeetiv können StrahlbUschel nur sein, wenn sie in ver- 
schiedenen Ebenen liegen. 

Man sagt auch ein Strahlbilschel sei einer Pnnetreihe per- 
spectiv, wenn die Strahlen abccl . . durch die entsprechenden 
Punete ÄBGI) . . gehen. 

Aus den voranfgegangenon Betrachtungen folgt: In per- 
specfiv lieh etdspt c(A,ende^i Gebilden (Büscheln oder Functrelhen) 
entsp/ecfien harmonischen Elementen harmonische. 

Harmonische gleieliartigc Gebilde (entweder Büschel oder 
Punctquadrupel) auf verschiedenen Trägern sind einander per- 
spectiv, ußd nwar doppelt perapeetiv, wenn sie ein Element ge- 
mein haben. — Ist Ä der gemeinsame Punet der hannonisehen 
Punctreihen ABCD, AB'C'D', so lege man durch BB', DB' die 
Graden hd und verbinde ihren Schnittpunet G mit A durch a. 
Der vierte harmonische Strahl c des Büschels ahcd ist völlig be- 
stimmt, und muas durch C und C" gehen. G ist ein Perspeetivi- 
tätseentrum fUr die harmonischen Punctreihen. Ein zweites, G' 
erhält man als Schnitt der beiden BD', DB' verbindenden Ge- 
raden. — Ist a der gemeinsame Strahl der beiden hannonisehen 
BUachel ahcd, ai'c'd', und schneiden sich bh' in S, dd' in D, und 
trifft die Verbindungslinie g der Pnncte BD a in A, so ist der 
vierte harmoniaehe Punct C der Reihe ABCD völlig bestimmt, 
dnreh ihn müssen c nnd c' gehen. Die Gerade g ist die Per- 
speetivitätsaehse der beiden Blisebcl. Eine zweite g' erhält man 
als Verbindungslinie der Sehnittpuncte bd', h'd. 

Sind drei gerade Punctreihen s, s', s" einander paai-weise 
so perspectiv (Fig. 7, Taf. III), dass sie einen Punct A entsprechend 
gemein haben, so liegen die drei Perapectivitätscentren SS'S" 
auf einer Geraden. — Beweis. Die Punctreihen auf s, s', s" seien 
bez. ABC, AB'O.., AD"C".., so sind die Dreieclce BB'B", 
CC'C" einander perspectiv mit dem Perspeetivitätseentrum A, 
folglich sehneiden sich die Seiten paarweise in drei Puneten SS' 
S" einer Geraden. Durch die Verbindungslinien je zweier Paare 
entsprechender Punete sind die Perspectivitätseentren S, S', S" 
vollständig bestimmt. — Es giebt einmal drei entsprechende 
Punete [DD'D") in einer Geraden. Dualistisch hierzu ist der 
Satz: Sind drei Strahlenbüsebel SS'S" einander paarweise so 
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perspectiv, dass sie einen Strahl i1 entsprechend gemein haben, 
80 gehen die drei Perspectivitätsaehsen s s' s" durch einen Puuet 
A. — Man betrachte die perspectivea Dreiseite ib'b", cc'c". 

Sind al>c . ., a'Vc' . . perspective StrahlbUschel {Fig. 8", Taf. III) 
mit den Trägern SS' die den gemeinsamen Stralil h haben, und 
deren Perspeetivitätsaelise </ ist, so bilden je zwei entsprechende 
Strahlenpaare z. B. hl', cc' Vierseite von denen /*, g Uebenseiten 
sind, nnd es geht die dritte Nebenseite, die (h'c){bc') verbindet, 
durch einen festen, von der Wahl des Strahlenpaares unabhängigen 
Punet M auf /*, nämlich den Punct, der durch 88' von II, dem 
Sehnittpuncte hg, harmonisch getrennt ist. — Der dualistiaehe 
Satz (Fig.8^ Taf. III) lautet: Sind ABC, A'B'C . . perspective 
Punetreihen auf den Trägern s, s', die den Puuet II entsprechend 
gemein haben, so bilden je zwei Paare entsprechender Puncte 
z, h. BB', CO Vierecke, von denen M, G Nebenecken sind, und 
es liegt die dritte Nebenecke, der Schnittpunct von {BC) (B'C) 
auf einer festen, von der Wahl der Paare BB', CC unabhängigen 
Geraden, nämlich auf der Geraden m, die vom Perspectiviföts- 
ccntmm f? durch s und s' harmonisch getrennt ist. 

Ist eine gerade Punctreihe ABCD . . . einer zweiten Reihe 
A'BGß' . . . und diese einer dritten A"B"C"D" . . . perspectiv, 
diese einer vierten etc., einer (H+l)ten ^(-»Bc^C*"'!)»".. ., so beisst 
die letzte der ersten projeetiv ij\}. 

Ist ein StrahlenbUschel abcd . . . einem zweiten a'b'&d' . . . 
lind dieser einem dritten a"b"c"d" . . . perspectiv, nnd dieser 
einem vierten etc., einem {n+\)tcn a''^'*¥"'^<f">d'''\ . ., so heisst der 
letzte dem ersten projeetiv (7\). 

Ist eins von zwei projeetiven Gebilden einem dritten pro- 
jeetiv, so sind sie unter sich projeetiv, Projective Gebilde können 
auf demselben Träger liegen. 

Werden aus zwei projeetiven Gebilden irgend vier Paare ent- 
sprechender Elemente herausgegriffen, und sind diese in dem 
einen Gebilde harmonische, so sind sie es auch in dem andern. 
— Denn dies ist in der Reihe projectiver Gebilde, aus deren 
Aufeinanderfolge die projeetiven Gebilde definirt sind, für jedes 
einzelne Gebilde der Fall. Die hannonisehe Beziehung ist eine 
invariante in der projeetiven Verwandtschaft. 

Irgend zwei Qaadrupel harmonischer Elemente sind einander 
projeetiv. — Wir beweisen diesen Satz nur (ür Punctgebilde. 
ABCI) und A"B"Ü"I)" seien die harmonischen Pnnetreihen. Man 
verbinde A" mit D und bestimme auf {A"D) zwei Punete B'O 
90, dass A"B'C'D harmonisch sind. So ist nach früher Bewiesenem 
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ABCB Ä Ä"B'CD Ä A"B"C"D", 

ABCD Ä A"B"C"D". 

Ilaben die beiden Gebilde einen gemeinsamen Träger, so pro- 

jieire mau erat A"B"C"I>" auf eine andere Gerade nach Ä"B"' 

G"'D"'. Dann ist 

ABCD 7^ AB'C'D"- Ä A!'B"'C"'B- X A"B"C"1)'; 
also ÄBCB A Ä"B"C"B". 

Man bat in diesem Falle zwei Zwisebengliedor, im allgemeinen 
Falle nur ein Zwiaehenglied nöthig. — Man nennt auch eine 
Piinctreilie einem Büsebel piojeetiv, wenn die Ptinetreibe dnrcli 
einen dem Biieebel projeetiven Btlsebel aufgenommen, projieirt wird. 

Zwei barmoniselie Gebilde sind einander in acbtfaehei" 
Weise projeetiv, denn man kann ein Element des einen Gebildes 
einem beliebigen Elemente doB andern Gebildes entaprecben lassen, 
dann müssen sieb die von ibnen bez. getrennten entsprechen. 
Von den beiden übrigen Paaren kann man aber wieder eins im 
ersten Gebilde einem beliebigen der beiden übrigen im zweiten 
Gebilde entsprechen lassen. 

Sind auf einer Geraden die Piinetpaarc CB, OB', C"B", 
bez. durch AB barmoniseh getrennt, so ist ABCBG'B' . . .~/\ AB 
BCB'C... Beweis (Fig.9, Taf.lII): Von einem Punete P pro- 
jicire man die auf der Geraden */ liegenden Punete ABCDCB" . . . 
naeb ^mSHJ'®' , . . anf g. Dann gehen <^D, S)G; S'D', 'S)'C'; . . . 
paarweise durch denselben Punct Q, der von P auf der Geraden 
h (PJBiS) durch g und g barmoniseh getrennt ist. Auf h liegt 
er, weil er durch cd, c'd',... von A barmoniseh getrennt ist. — 
Die eigenthttmliehe Paarung, dass CB, BC; CB", B'C;... ent- 
sprechend sind, nennt man Involution, sie wird uns später weiter 



Ebenso leicht beweist man den Satz (Fig. 10, Taf. III). Sind 
ABXY, ABX^Yi, ABX^Y,^, . . harmonische Gebilde, so ist XXiX-^ . . 
A YYiY-i . . — Es ist P (YYiY^ ■■)^B {XXiX^ . .) weil sieh die 
entsprechenden Sti'ablcn dieser Büschel in den Puneten QQiQ-^ . . 
der Geraden r {AB) schneiden, folglich ist XX^X^ . . Ä YYiY^ . . 
w. z. b. w. 

lieber den Sinn projcctiver Gebilde. Durchläuft man die 
Elemente eines Elementargebildes (eines StrahlbUsehels oder einer 
geraden Punctreihe) in einerlei Sinn, so durchlaufen auch die 
entsprechenden Elemente eines ihm projeetiven Gebildes dieses 
in einerlei Sinn. Haben die Gebilde einen und denselben Träger, 
so ist der Sinn entweder der gleiche und die Gebilde beissen 
gleichstimmig, oder er ist der entgegengesetzte, und die Ge- 
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bilde heissen nngicichstimmig. Hat man awei perspective 
GebiWo, und gebt man in dem einen von Element zn Element 
in derselben Richtung (von links nach rechts oder umgekehrt) stetig 
fort, und geht man in dem andern Gebilde gleichzeitig von den 
entsprechenden Elementen zu entsprechenden fort, ao bilden diese 
Elemente erstens ebenfalls eine stetige Aufeinanderfolge, 
und zweitens wird die Foi-taehreitungsricbtung an keiner Stelle 
gewechselt. Dasselbe miiea demnach auch bei projectiven Ge- 
bilden stattfinden, weil diese Eigenschaft durch keine einzige 
Projection verloren geht. — Projective Gebilde auf demselben 
Ti^er sind daher entweder gleiebstimmig, oder ungleichstimmig, 
tertium non datur. Sie können nicht etwa in einem Gebiete, 
einem Theile gleiebstimmig, in einem andern ungleichstimmig 
sein. Ob zwei Gebilde auf demselben Träger gleiebstimmig oder 
ungleichstimmjg sind, wird durch die Lage dreier entsprechender 
Elemente vollständig bestimmt. Gleichviel ob das Gebilde 
eine gerade Punctreihe oder ein StratlenbUsehel ist, es wird 
immer als ein geschlossenes angesehen, d. h. der uneigentliehe 
oder unendlich ferne Punet stellt einen continuirliehen Zusammen- 
hang her zwischen den Puneten auf der einen Seiten des Punetes 
A und denen auf der andern Seite, einen Zusammenhang der 
der Vermittelung des Punetes Ä selbst niclit bedarf. So giebt 
es im Grunde gar nicht zwei Seiten in Bezug auf einen Punet 
Ä auf einer Geraden, es scheint jedoch nicht practisch dieses 
Wort zn beseitigen, man muss nur daran denken, dass bei An- 
wendung desselben eben der uneigentliehe Punet eine Scheide 
bildet, die er in andrer Beziehung nicht ist, Dass man in einem 
Sti'ahlbüsehel durch Fortsehreiten im gleichen Sinne zum ur- 
sprünglichen Strahl zurückkehrt, ist von seibat klar. 

Fundamentalsatz der projectiven Geometrie. Iluhcn 
swei projective Elementargehüde, StraJilhÜse/iel oder gerade Ftmct- 
rdhen, drei Elemente entsprechend gemein, (die also auf dem- 
selben Träger liegen.) so sind sie identisch oder congruent ä. h. 
alle Paare entsprechender JElemente fallen /zusammen. 

Sind die entsprechenden Elemente aßy, so sind die Gebilde 
zunächst gleichstimmig. Giebt es entsprechende Elemente gij die 
nicht zusammenfallen , so muss es nicht zusammenfallende Ele- 
mente zwischen ß und y geben, wenn unter Elementen „zwischen 
/Sj"" solche verstanden werden, die von a durch ßy getrennt sind. 
Da nämlich das durch ß und y von irgend einem zwischen ß und 
y liegenden Elemente £ harmonisch getrennte Element ein sieh 
selbst entsprechendes ist, wenn e sieh selbst entspricht, so würde 
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aus dem sich selbst Entsprcclicii allßr Klentente «wisdien ^j- 
das eiüb selbst Entspvechea aller Eiemeute übevliaupt folgen. 
Nimmt man daher an, ilass das etwa sich nicht selbst ent- 
sprechende Element S, zwiseben ß und / liege, so beschränkt 
man damit die Allgemeinheit der Unterencluing nicht. Das g ent- 
sprechende Elcmeut »/ liegt dann nach dem Satze von der Gleich- 
stimmigkeit anch zwischen ß und 7. Wir beweisen, dass die 
Annahme eines Paares sieh entsprechender nnd nicht zusammen- 
fallender Elemente zwischen ß nnd 7 absurd ist. ■ — Verfolgen 
wir die Elemente in dem einen der pvojeetiven Gebilde dem g 
angehört in der Richtung nach ß, so folgen sieh die entsprechenden 
Elemente von »; an ebenfalls in der Richtung nach ß stetig, uud 
fallen nothwendig an einer bestimmten Stelle // zum ersten Male 
zusammen, wo f/ im äussersten Falle das Element ß ist. Ver- 
folgen wir die Elemente im ersten Gebilde stetig in der Richtung 
nach 7, so folgen sieh die entspreeh enden Elemente von fj an 
ebenfalls stetig in der Richtung nach 7 nnd mögen zum ersteu 
Male in einem Element v zusammentreffen, wo v im äussersten 
Falle mit 7 zusammenfällt. Die Elemente /i und v sind also 
sieher vorhanden und liegen zwischen ß und 7, wenn sie nicht 
auf diese fallen. Zwischen ihnen giebt es kein sieh selbst ent- 
sprechendes Element. Darin aber liegt der Widerspruch. Denn 
ist a' das Element, das von a durch /i und v harmonisch ge- 
trennt ist, so liegt a' zwischen (i und v und entspricht sich 
selbst, weil in projectiven Verwandtschaften harmonischen Ele- 
menten harmonische entsprechen. Demnach können zwischen ß 
und 7 Elemente, die sieh entsprechen und nicht zusammenfallen, 
nicht existiren, folglieb auch nicht ausserhalb. Alle entsprechenden 
Elemente fallen zusammen, w. z. h. w. 

Diesen Beweis des Fundamentalsatzes der projectiven Ver- 
wandtschaft zwischen Elementargebilden habe ich zum ersten 
Male in meiner Geometrie der Lage (Halle hei L. Nebert 1873) 
auf ein Axiom der Continnität gestützt, dass zwei im gleichen 
Sinne stetig auf demselben Träger gleitende Elemente, die ein- 
mal zusammentreffen, sicher einmal an einer bestimmten Stelle 
zum ersten Male zusammentreifen, etwa Wie der grosse Zeiger 
einer Uhr einmal zwischen jeder Stunde mit dem kleinen zu- 
sammenfallen muss, und seitdem ist dieser Beweis von den Geo- 
meteru acceptirt worden. Die Continuität folgt bei mir unmittel- 
bar aus der Definition der Projectivität. Ergänzungen sind nöthig, 
(vgl. eine Arbeit des Herrn Schur in den math. Annalen Band 18 
pag. 252) wenn die projeotive Verwandtschaft so deönirt wird, 
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dass elemontave Gehüdc auf einander projeetiv bezogen heiescn, 
wenn je vier harmonischen Elementen vier harmonische cnt- 
spieehen. Einer solchen Definition hängt, wie mir seheint, der 
Mangel an, dass sie die Möglichkeit solcher Beziehungen voraua- 
sekt. In dem Bnche des Herrn Rnlf, Elemecte der projectiven 
Geometrie nach Küpper {Hallo bei L. Nehert 1889) werden Con- 
tinnitätsbetraehtungen zum Beweise dieses Satzes nicht gebraucht, 
doch werden dort andere weit gehende Voraussetzungen gemaeht. 
Schon dadurch, dass in diesem Werke eine gerade Pimetreihe 
(in sieh fest) fortgetragen werden kann, wird der Standpiinct 
der reinen projectiven Geometrie verlassen. 

Dem eben erwiesenen Fnndametitalsatze kann die Form 
gegeben werden: Burdi drei Paare entsprechender Elemente ist 
eine pr<^eetive Beziehung voUstimdig bestimmt. Drei Paare aber 
Jcönnen voWcommen ivillkürlieh gewählt werden. 

Denn ist aß^Sst, . . Ä a'ßyö'et . . und aßyös^ . . Ä n'^'7'(J"e"S". . 
so ist aueb a'ß'y'6'8%'. . /\ a'ßY6"t'%". ., und da die beiden Keihen 
drei Elemente entsprechend gemein haben, so mnss 6" mit 6', e" 
mit s', g" mit ^', . . zusammenfallen. 

Haben swei projeetive Gelnkle auf verschiedenen Trägern ein 
Element entsprechend gemein, so sind sie perspectiv. Beweis: 
Sind ABCB . ., AB'C'D'.. projeetive Punetieihen, so projieire man 
vom Schnittpnncte (BS')(CC) das Gebilde ABCDE.. nach ^B' 
OD"E'. ., dann ist AB'C'B'E'. . ~/\ AB'C'B"E'. ., weil beide Ge- 
bilde ABCDE.. projeetiv sind. Da die Gebilde ÄB'CD'E.., 
AB'C'D"E".. drei Elemente entsprechend gemein haben, so sind 
sie eoügriient, es miiss B' mit I)", E'mME",.. zusaramenfallen, 
der projieirende Büschel nimmt die projectiven Punetreihen zu- 
gleieb auf, die Punetreihen sind perspectiv. — Sind abcde . ., 
ab'&d'e' . . projeetive Büschel, deren Träger auf a liegen, so sehneide 
man sie durch eine Gerade, die die Schnittpunete bb', cc' ver- 
bindet. Durch die auf ihr dureh die Strahlen de . . des ersten 
Büschels bestimmten Pnncte mögen die Strahlen d"e". . des zweiten 
BUschels gehen. So ist ab'&d'e' . . ~/\ ab'e'd"e". ., und da diese Ge- 
bilde drei Elemente entsprechend gemein haben, so fallen sie 
zusammen, es fallen d' und d", e' und e", . zusammen, es ist 
abcde . . J\ ah'c'd'e'. . w. z. b. w. 

Projeetive Gebilde auf verschiedenen Trägern sind einem und 
demselben dritten Gebilde perspectiv. 

Sind AJBCD..E.. auf g und A'B'C'D'. . E'.. auf g' ein- 
ander projeetive gerade Punetreihen (man zeichne die einfache 
Figur selbst), so lege man durch AK' eine Gerade g" und pro- 
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jieire von eiuem Punet der Geraden (KK') g nach tj", so (läse 
AB"G'..K'.. f\A]iC ..K.. ist. Dann haben die projeetiven Ge- 
bilde AB"Ü"..K'.. xmA. A'B'C . . K' . . den Pimct K' entsprechend 
gemein, sind also eiuander perspectiv. Das Perspeetivitätsccntriim 
S' der letzten beiden Gebilde liegt auf der Geraden AjL'. — Sind 
ahcä..h.., a'h'c'ä' . .li' . . projcctive Büschel mit den Trägem G, 
G', 80 lege man dni-eh den Punet {Mc') eine Gerade s. Die 
Sehnittpnncte dieser mit den Strahlen des BUschels G projieiro 
man von dem Sohnittpiincte G" der Stralilen ak', so ist G" J^ G, 
weil diese BUschel den Strahl a entsprechend gemein haben. Es 
ist aber auch G" 7\ G', weil diese Bttschel den Strahl Itf ent- 
sprechend gemein haben. Die Perspeetivitatsaehse s' der beiden 
letzten BUschel geht durch den Schnittpuuct ««'. 

Liegen zwei projeetive Elementargebilde auf demselben 
Träger, so sind sie nur dann einem und demselben dritten Ge- 
bilde perapeetiv, wenn sie ein Element entsprechend gemein haben, 
im andern Falle aber sind die beiden Gebilde je einem Gebilde 
perspectiv, die unter sieh perspectiv sind, 

Aufgabe. Zwei projeetive Puncti-eihen auf versehiedenon 
Trägern g, y' sind durch drei Paare ABC, A'B'C gegeben, man 
soll zu einem Pimcte I) des ersten Gebildes den entsprechenden 
Pimet D' des zweiten Gebildes bestimmen. Man projieire von 
einem Piinete S auf AA' die Puncte ABCD auf eine durch A' 
gehende Gerade g" nach A'B'V'D". Das Perspectivitätseentrnni 
S' der Puuctreihen A'B"G'.., A'B'C'.. ist durch die Geraden h' 
{B'B") und c' {C'C") bestimmt. Die Gerade (S'D") bestimmt 
auf (/' den gesuchten Pnnct B'. Man sieht hieraus, dass ABC, 
A'B'C willkürlich gewählt werden können, es giebt allemal eine 
projeetive Beziehung in der die drei Paare entsprechende Puncto 
sind, — Liegen ABC auf derselben Geraden so construirc man 
zu ABC erst ein perspectives Gebilde AB"C", construirc in diesem 
den I) entsprechenden Punet I)", und dann zu I)" den in der 
Verwandtschaft AB"C"..~/\ AB'C. zugehörigen Punet J)', er ist 
auch der D entsprechende, 

Aufgabe. Es sind zwei projeetive StrablbUsehel mit den 
Trägem G, G' durch drei Paare entsprechender Strahlen abc, 
a'b'c' gegeben, es soll zu einem Strahl d im Btlschel G der ent- 
sprechende d' des Bllscliels G' eonstruirt werden. — Auf einer 
Geraden s durch den Schnittpunet aa' (A) bestimme man die 
Sehnittpunete ABCD der Strahlen abcd und projicire sie von 
einem Puncto G" der Geraden a' durch Strahlen a'b"<^'d". Dann 
ist a'b"c"d" ~/\ a'b'c'd'. Die Perspectivitätsaehse s' ist durch die 
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beiden Pnnt'te i'b", c'c" lieHtimmt. Der Punct, den d" auf ihr 
bestimmt, liefert mit G' verbunden den geauebten Strahl d'. 

VertmiscJit mau in einem Gebilde von vier Elementen aßyÖ 
erst swei mit einander, imd dmm die leiden andern, so erhält 
man ein deni ersten projecUves Gebilde, so dass 

aßrö Ä ß^är A r^aß ä ^r^« '«'■ 

Wir beweisen den Satz nnr für ein gerados Gebilde, weil 
er dann flir einen Strahlenbllschel (den man dfireli eine beliebige 
Gerade söhneidcn kann) von aclbst folgt. ABCD sei das Ge- 
bilde auf (/, welches von einem 
Punete Cr ans projieirt wird. 
Den BUschel G sehneide man 
diireh eine Gerade g', welche 
durch A hindurchgeht , die 
Spuren der Strahlen auf ihr 
sind dann AB'OD'. Nun pro- 
jicire man von C ans das Ge- 
bilde ABCD, so erhält man einen 8trahlenbUsehel , der auf GB 
die Spuren B'BGH zurück lässt. Dieses gerade Gebilde projieirt 
man von B auf dio Gerade g', so gehen die Strahlen durch die 
Pnnete B'AJyC, diese werden aber durch den Strahleubttsehel 
G anf die Punete BABC der Geraden g projieirt Es ist also 
ABCB Ä AB'ÜB' Ä B-BGH Ä B-ÄB'C" /\ BADC, 
also ABCD Ä BÄDC, w. z. b. w. 

Wenn man in einem Gebilde von vier Elementen aßyä ncei 
mit einander vertattseht, tmd tvcnn dann das so entstandene Ge- 
bilde dem ersten projeetio ist, so ist es ein hamwnisehes Gebilde. 
Also tvenn aßyö ~/\ a6yß ist, so ist aßyS ein harmonisches Gebilde. 

Wir beschränken uns wieder anf ein gerades Gebilde. ABCD 
auf der Geraden g sei die ge- 
rade Punctreihe. Von einem 
Punete G ans projicire man 
ABCD auf eine Gerade g' nach 
AB'C'D'. Dann ist ABCD 
nach Voraussetzung projeetiv 
ADCB, nach Construktion pro- 
jeetiv AB-CD'. Letztere Ge- 
bilde aber sind perspectiv, weil sie den Punct A entsprechend 
gemein haben. Verbindet man also B mit D', D mit B\ so muss 
durch den Sebnittpunet H auch CC Iiindurch gehen, welche 
Linie auch durch G geht. Also sind GB'BHDD' Ecken eines 
Vierseits und ABCD sind harmonische Puncto. 
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Die messemle und rechnende Geometrio findet zu vier Puncten 
auf einer Geraden oder vier Strahlen eines Bliachels eine Zalil, 
die der projeetiven Verwandtschaft gegenüber eine Invariante ist, 
und die „Doppelverhältnies" genannt wird. Für den Fall, dasa 
diese Zahl ~1 ist, liennt auch die reine Geometrie eine invariante 
Eigenschaft dieser vier Elemente, nämlich die harmonische Eigen- 
schaft, die sieb durch die Beziehung der Elemente zu einem 
Vierseit oder Viereck mit seinen Nebenseiten bez. Nebeneeken 
ansspricht. Eine ähnliehe rein geometrische Beziehung zwischen 
vier Elementen im allgemeinen Falle ist mir nicht bekannt. Um 
jedoch eine kurze Bezeichnung fiir vier gegebene Elemente, vier 
Puuete auf einer Geraden oder vier Strahlen in einem BUsehel 
zu haben, wollen wir ein solches System einen „Wurf" nennen, 
ein Name der von Staudt herrüLiii. 

Aufgabe Viei Puncte AXCY, die nicht in einer Geraden 
liegen, so zu propeiien, dass der projieirende Büschel einem ge- 
gebenen Wuite aiyä projeetiv ist. — Man nehme auf der Ge- 
raden Ä< den Pno(,t B willkürlieh an und bestimme einen vierten 
Punct I) auf ihr so daas ÄBCD Ä aßyS ist. Der Sohnittpunct 
BX, DY ist ein Piojectionseentrum, das den Bedingungen der 
Aufgabe entspucht Später zeigt sich, daas der geometrische Ort 
der Projeetionscentien eine Curve zweiter Ordnung ist. Ausser- 
dem kann ÄBCD dem Wurf aßyS auf sechs verschiedene Weisen 
zugeordnet werden. Unter den vierundzwanzig Vertausehungen 
der ÄBOJ) sind immer je vier eich selbst projeetiv, nämlich 
die durch Vertauschung zweier Elemente und Vertauschnng der 
beiden andeni auseinander entstehen, so dass nur sechs wesent- 
lich verschiedene Zuordnungen übrig bleiben. — Liegen die 
Punete AXC in einer Geraden, so ist der geometrische Ort der 
der Aufgabe genügenden Projcetionscenti-en je eine Gerade, flir 
jede der sechs Zuordnungen eine andere. 

Dualistisch gegenüber steht die Aufgabe: Vier gerade 
Linien axbp, die nicht durch einen Punet gehen, durch eine Ge- 
rade g so zu schneiden, dass die Schnittpunete einem gegebenen 
Wurfe projeetiv sind. Später zeigt sieh, dass für jede Wahl der 
Zuordnung die Mannigfaltigkeit der der Aufgabe genügenden 
Geraden g einen Büschel zweiter Ordnung bilden. 

Zwei projective Gebilde, die nicht ganz zusammenfallen, 
können nur zwei Elemente entsprechend gemein haben. Die 
Aufgabe, die sich seihst entsprechenden Elemente zu finden, ist 
von der zweiten Ordnung, und kann nicht mit dem Lineal allein 
gelöst werden. Wohl aber iässt sich die Aufgabe lösen: Von 
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zwei projectiven Gebilden auf demselben Träger sind drei Paare 
eatepreehender Elemente gegeben, darunter ein sich selbst ent- 
sprechendes, man soll das zweite sich selbst entsprechende Ele- 
ment bestimmen. 1. Lfisuug für die Puuetreihe (Fig. 11, Taf. III). 
Die Gebilde auf der Geraden s seien dnreh die drei Paare MAB, 
MA'B" gegeben. Durch den sich selbst entsprechenden Piinet 
M legen wir eine Gerade s" und projieiren auf sie von einem 
Pnnete S aus das Gebilde MAU . . naeh MA"B". ., dann ist 
wegen des entsprechend gemeinen Punetes M MA"B". . 'J\ MA'B'. . 
Das Perspeetivitätscentrum S' wird durch die Geraden {A"A') 
(B"B') bestimmt. Der gemeinsame tStrahl n der perspectiven 
Büschel SS' bestimmt auf s den zweiten gemeinsamen Punet iV 
der Gebilde MAB . ., MA'B' . . Geht die Gerade n durch M, 
so giebt es nur einen sich selbst entsprechenden Punct. Die 
Pi'ojeetivität heisst dann eine parabolische. 2. Lösung für den 
StrahlbUschel. Die Büschel mit dem Träger S seien mabc . ., 
ma'h'c' . . Auf dem sieb selbst entsprechenden Strahle m wähle 
man einen Pnnct S" und projicire von ihm aus die Schnittpnncte 
MABC . . der Strahlen mabc . . mit einer Geraden s. Der Btischel 
S" ist dem EUsebel wegen der entsprechend gemeinen Strahlen 
m perspectiv. Die Perspeetivitätsachse der beiden Büschel sei 
,«'. Der Schnittpunct N der Geraden ss' bestimmt den zweiten 
sich selbst entsprechenden Strahl der Büschel nialic . ., ma'h'c' . . 
Fallit JV" anf m, so giebt es nur einen gemeinsamen Strahl; die 
Projeetivität ist eine parabolische, (Fig. 12, Taf. 111). 

Projective Punctreihen hcissen einander ähnlich, wenn die 
nneigentlichen Punete der Keihen einander entsprechen. 

Projicirt man (Fig. 13) von zwei Puncten ü nnd Feiner Geraden 
s die Punete ABC einer Geraden t, so ist Ü{ABCQ) Ä V{ABCQ), 
wenn Q der Sehnittpnnet {st) ist und U(ABC..) in leicht ver- 
ständlicher Weise den Büschel ÜA, ÜB, TIC, . . bedeutet, und legt 
man durch die Punete AC die Gei'aden g, g', die sich in einem 
Punete W auf s sehneiden. Nennt man weiter ß den Schnitt- 
punct g{UB), y den Schnittpunct 9{UC), a' den Schnittpunct g' 
(VA) ; ß- den Schnittpunct <j' (VB) , so ist AßyW A AJiC<^ Ä cc'ß'CW, 
AßyWyx a'ß'CW; und nennt man das Perspeetivitätscentnim der 
letzten Reihen S, so schneiden sich die Geraden Aa', ßß', yC in 
einem Punete S, oder die Punete ßSß' liegen auf einer Geraden. 

Nennen wir ein Seehsecksechsseit oder Seehsseitsechseek 
eine Figur die sechs Ecken und sechs Seiten hat, auf jeder Seite 
zwei Ecken, durch jede Ecke zwei Seiten, die man wohl auch 
ein einfaches Sechseck nennt, die aber nicht in zwei Dreiecke 
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zerfallen soll, so lUsst sieh der bewiesene Satz, ein speeieller 
Fall des berühmten Fascarschen Satzes, so ausspreehen: 

Liegen die sec/is Eeken ÄWCÜBV eines Sechsecksechsseits 
Sil je dreien auf swei Geraden st, so Hegen die Schnittptmcte 
gegenüberliegender Seiten AV, UC; BV, WC; BU, WA auf einer 
Geraden. 

Dies ist der Satz, der auf Seite 10 bei der Behandlung 
mehrfaßh perspectiver Dreiecke voraufgenommen wurde. 

Den Beweis des dualistischen Satzes, dass die Verhindungs- 
linien gegenüberliegender Ecken eines Seclisseitsechsec^s sich in 
einem Puncte schneiden, wenn die Seiten su je dreien durch zwei 
Ptmcte gehen, unterdrücke ich, weil er sich als ein speeieller 
Fall des später zu beweisenden Brianchon'schen Satzes von 
selbst ergiebt, empfehle aber die Ausfllhnmg des Beweises au 
dieser Stelle zur Uebung in der Anwendung des Trineips der 
Dualität. 

Lehrsatz. Ist (Fig.U, Taf.III) 

aßyd Ä ABCl) 7\ AB'C'D Ä ■^B'VI), . . 
so ist BB'B"..J\CC'C".. 

Es sei ABCBB' . . J{ AfSÜ^^' . . mit dem Perspectivitäts- 
centrum P, nnd es treffe IM den Strahl PB in M. Dann ist 
B (-^SS^i) Ä DPM% Ä <^h^- Projicirt man AW^"^ von B' aus, 
so gellt B'S' auch durch M, weil BP% festbleiben und BPM.% 
/\ aßyä ist. Also ist 

BB'B". . Ä Se'S". . Ä GC'C"- ■ 
BB'B". . -/\ CC'O'. . 
w. z. b. w. 

Lehrsatz. Sind die Gebüde ABXY, ABX'T, ABX"Y". 
dem Wurf aßyö perspectiv, und sind CBUV, CBUT, CBV'V". 
demselben Wurf projeetiv, nnd ist XX'X". . ~/\ VV'XJ". ., so ist auch 
YY'Y'. . /\ VW". . Denn nach dem vorigen Satze ist YY'Y" 
Ä XX'X". . und VW". . Ä UÜ'U". ., folglich ist YY'Y". . Ä VW" 

W. 2. b. W. 

Einige weitere Erzeugungen projectiver Gebilde aus profei 
tiven, die in der rechnenden Geometrie dem Satze entsprechen, 
dass die linearen Substitutionen eine Gruppe bilden, werden bei 
der Behandlung der KegelschnittbUsehel gefunden werden. 
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Kapitel IT. 

Gebilde zweiter Ordnung, hergestellt aus realen 

Elementen. Der Pascarsche und der Erianchon'sche 

Satz, Aufgaben zweiten Grades, 

Dass man coutinuirliehe Piiocti'eilieo , aueb wenn sie nicht 
gerade sind, zn einem eontininrliehen Zuge, zn einer CuiTe in 
der Vorstellung zusammenfassen künne, ist auf Grund der In- 
tuition olme weiteres zuzugeben. Es wird aber an den Geometev 
auch die Forderung gestellt, dass er eontinuirlicbe Strahlenreiben 
als eine zasammeiihängende Folge, als einen Büschel (höherer 
Ordnung) vorstellen, sie in einem solchen zasammenfassen könne. 
Bei dem linearen Strablbilschel, dessen Strahlen alle durch einen 
Punct gehen, wird dies auf Grund der Intuition sofort zugestanden. 
Bei höheren Strablbilscbeln aber kann man den Continuitätsbegriff 
80 fassen, dass Strahlen eontinuirlieh aufeinander folgen, wenn 
sie auf jeder Geraden eontinuirlicbe Funetfolgen bestimmen , wo- 
bei es nicht nöthig ist, dass die Sehnittpnncte die Gerade ganz 
bedecken, wenn sie nur eine Strecke eontinuirlieh ausfüllen. Die 
Vorstellung wird am meisten dadurch nnterstützt, dass sieh die 
Strahlen eines Büschels höherer Ordnung, wie wir hier wenigstens 
fUr die Blleehel zweiter Ordnung sehen werden, in continuirlicher 



: continnirlieben Curve stützen. 



! anf die Puncte 
Die Durchsehnitts- 
puuete entsprechender 
Strahlen zweier pro- 
jeetiven nicht eon- 
centrischen und nicht 
perspectiven Strahlen- 
bUsehel bilden eine 
Aufeinanderfolge von 
Puncten (einen geo- 
metrischen Ort), welche 
man eine Punctreihe 
oder Curve zweiter 
(ff(ä>) Ordnung nennt. 
Keine Punctreihe 
erster Ordnung hat mit einer Punctreihe zweiter Ordnung mehr 
als zwei Puncte gemein, wenn sie nicht ganz in die Curve fUllt — 
Denn die beiden erzeugenden Strahlenbttschel bestimmen auf 
jeder Geraden zwei projective nicht perepeetive gerade Gebilde, 
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weldie nk'lit mehr als zwei Piiiicte eütspieehend gemein ]ial)en 
können, wenu aie nii'bt ganz xiisammenfallen. Das kann uuv 
statt haben, wenn die Büschel perspectiv sind, in welchem Falle 
die Curve iu ein Geradenpaar ausartet, nUmlich in die Pei-spee- 
tivitälsaehse und den gemeinsamen Strahl der BUschel. 

Die Verbindungslinien entsprechender Punete zweier pro- 
jeetiven, nicht auf derselben Geraden und nicht perspectiv li 




n/^-#' 



geraden Gebilde in einer Ebene bilden eine Aufeinanderfolge von 
Strahlen, welche man einen StrahlenbUschel zweiter Ord- 
nung (I?") nennt. 

Kein Sti'ahlenbllschel erster Ordnung bat mit einem Strablen- 
böscbel zweiter Ordnung mehr als zwei Strahlen gemein. — Denn 
die beiden erzeugenden projeetiven Geraden beatimmen mit jedem 
Punete zwei projective nicht perapcetive Strablenbüsehel , welche 
nicht mehr als zwei Strahlen entsprechend gemein haben kiinnen. 
Sind die gegebeneu geraden Punetreihen perspectiv, so zerfällt 
der Büschel in zwei lineare, nämlich in die Büsche! deren Träger 
einmal das Perspeetivitätseentrum der beiden Gebilde, und 
zweitens der Schnittpuuct der beiden gegebenen Geraden ss' ist. 
— In allgemeinen Sätzen über Curven zweiter Ordnung muss 
das Geradenpaar, selbst eine Gerade doppelt gezählt, mit zu den 
Curven zweiter Ordnung gerechnet werden, aber man pflegt diesen 
Fall doch als einen singiilaien, die Cune als eine ausgeartete 
zu bezeichnen. Ebenso ist das Zerfallen eines Büschels zweiter 
Ordnung in zwei lineaie ein aingulaiei Fall 

Sieht man sieh die Zeichnungen an, so springt ein Unter- 
sehied zwischen Cnrve und Büschel in die Augen, der, wenigstens 
in Bezug auf die Darstellung dei Figuren durch Zeichnungen die 
vollkommene Dualität etwas duicbbiicht Das erste Gebilde, die 
Cui-ve, ist durch einen eontinuirlichen Zug dargestellt. Die Dar- 
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Stellung ist nun mit demaelben Maagel beliaftet wie die der ge- 
raden Linie, dass dei' Zug eine gewisse Breite besitzt. Es wird 
Niemand in der Forderang etwas AiistÖssiges erlilielten, daes die 
SeUuittpuBcte confinHirlieh gegebener CurTen als bestimmt ge- 
gebene anzusehen seien. Hingegen gelingt es nicht, einen con-" 
tinnirüehen StrahlenbUschel durch eine Zeichnung darzustellen 
(anch nicht den linearen, doch macht sieh in diesem Falle der 
Mangel weniger fühlbar) und die Forderung, gemeinsame Strahlen 
continuirlieher Btiechel unmittelbar als bestimmt anzusehen, pflegt 
nieUt gestellt zu werden, sondern ihre Construktion wird als eine 
Aufgabe betrachtet Fragt man nach neuen Ooosti-uktionsmitteln, 
Aufgaben höherer Ordnung zu losen, so sucht man sie hei den 
Curven, nicht bei den Büscheln. Dass aber im Prineip die Dua- 
lität erhalten bleibt, so lange es sich eben nicht um Consti'uk- 
tionen handelt, wird die Folge lehren. Die Herateilung einer 
CniTe zweiter Ordnung in ihrer ganzen Continuität mit dem 
Lineal ist freilich immer eine transeeadente Aufgabe, aber mit 
einer einzigen solchen Cuitc, die man als gegeben ansieht, ohne 
nach den Mitteln zu fragen, wie sie continuirlich hergestellt ist, 
lassen sieh , wie Steiner gezeigt hat , alle Aufgaben zweiten 
Grades losen. 

Die Träger der beiden einen Büschel zweiter Ordnung (B<-^^) 
erzeugenden geraden Punetreihen gehören mit zu dem Strahlea- 
biisebel zweiter Ordnung, weil der beiden gemeinsame Funet mit 
den ihm auf beiden Geraden entsprechenden Puncten Strahlen 
bestimmt, welche mit jenen erzeugenden zusammenfallen. 

Die Centren der eine Curve zweiter Ordnung (K^^^) er- 
zeugenden Sti-ahlenbUschel gehören mit zur Cui-ve zweiter Ord- 
nung, weil der beiden gemeinsame Strahl die ihm in beiden 
Büscheln entsprechenden in jenen Centimen sehneidet 

Die Centren der beiden StrahlenbUschel seien 8 und S', so 
giebt es auf jedem Strahle a durch S noch einen zweiten Punet 
der Curve zweiter Ordnung (K'-'^^), nändieh den Fuuct A, welcher 
durch den entsprechenden Strahl a' des Büschels S' auf a be- 
stimmt wird. 

Ausgenommen ist jedoch je ein Strahl dnreh S und S', näm- 
lich der, welcher dem gemeinsamen Strahle entspricht Nennen 
wir den gemeinsamen Strahl als Strahl von S p, und den ent- 
sprechenden p', und als Strahl von jS" g' und den entsprechenden 
q, so haben p' und q nur einen Punct mit der Punetreihe zweiter 
Ordnung gemein , und sie heissen deshalb Berührungsstrahlen 
oder Tangeuten. 
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Die Triigev dev beiden C^' erzeugenden Piinctreihen seien 
s nnd s', so gebt durch jeden Pnoct Ä anf s noch ein zweiter 
Strahl des Btieelieia zweiter Ordanng, nilmlicli der Strahl a, welcher 
durch den entsprechenden Piinot A' auf s' bestimmt wird. 

Ausgenommen sind jedoch die Pancte Q und P', die dem 
Schnittpnncte von ss' projeetiv entsprechen. Diese Punete heissen 
Stiitzpunete des BUeehels B'^', und zwar ist Q der Stlitzpunct 
des Strahles s nnd P der StUtzpunet des Strahles s' des Büschels 
zweiter Ordnung. 

Curven nnd Büschel zweiter Ordnung sind unicursale 
Gebilde, d. h. durch stetiges Verfolgen der Pnnete der Curve oder 
der Strahlen des Büschels gelangt man schliesslich zum Anfangs- 
punctc oder Anfangastrahle znriick, wie aus der Erzeugung un- 
mittelbar hervorgeht. Die Cnrvcn werden klassiiicirt in Ellipsen, 
die keinen uneigentliehen Punct besitzen, in Hyperbeln, die 
zwei unei gentliche Punete besitzen, und Parabeln, die von der 
uneigenttichen Geraden heilihit werden, nur einen uneigentlichen 
Punct besitzen. Spricht man bei der Hyperbel von Zweigen, so 
bilden die uncigentliehen Punete die Grenze der Zweige, be- 
zeichnen wir sie aber als nnicursal, so bilden gerade die un- 
eigentlichen Pnnete die ^'eiknHpfung der Zweige. 

Die Aufgabe, anf einem Strahle eines der beiden K'-^^ er- 
zeugenden Büschel den zweiten Sebnittpunct mit K^"^ au finden, 
fällt mit der schon gelösten Aufgabe zusammen: Sind zwei pro- 
jective StrahlbUschel (durch drei Paare entsprechender Sti'ahlen) 
gegeben, zu einem Strahle des einen Bltschela den entsprechenden 
des andern zu bestimmen. 

Die dualistische Aufgabe, durch einen Punet einer der beiden 
einen Büselsel zweiter Ordnung £>*' erzeugenden geraden Punet- 
reihen den zweiten Sti-ahl von B'^> zu finden, fällt mit der Auf- 
gabe zusammen: Sind zwei projective Piinctreihen (durch drei 
Paare entsprechender Punete) gegeben, zu einem Punete der ersten 
Reihe den entsprechenden der andern zu finden. 

Die Aufgabe , auf einer Geraden g durch den Sebnittpunct 
A der entsprechenden Strahlen aa' der K'-^^ erzengenden BUsehel 
S, S' den zweiten Punct der Curve .ff'" zu bestimmen, ist auch 
schon gelöst, denn die erzeugenden Büschel bilden auf g zwei 
projective Gebilde, von denen ein sieh selbst entsprechender Pnnet 
gegeben ist. Der zweite sich selbst entsprechende Punet, dessen 
Construktion anf Seite 29 gelehrt wurde, ist der gesuchte. Wir 
ziehen aber durch den Punct A eine zweite Gerade g', und ge- 
langen dadurch, daas wir die Curvenpnnete beider Geraden zu- 
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g-leicli ÜDLleo, zum Pasearseheii Siitüc, der eine besoudei-s ele- 
gante und sieb dem Gedäehtuiss leicbt einprägende Form der 
Lösnng unserer Aufgabe ist. 

(Fig. 15^ und Fig. 15'', Taf. W.) Auf der Geraden g bestimmt 
der Biiecbel S{ABC..) die Piiiietreihe Aßy.., auf der Geraden 
g' bestimmt der S projeetive BUschel S'(A^C..) die Pimetreibe 
AßY . ., und ee ist Aßy . . % AßY . . mit dem Peispeetivitätscentrum 
2!. Die Verbindungslinien {ßß'), (yy') bestimmen H. Jede Ge- 
rade dureli 2 bestimmt auf g und g' ein Paar von Puneten etwa 
X und X', deren Verbindungslinien mit S und S' entspreohende 
Strahlen der BUschel SS' sind. Der Stiab! SS' bestimmt auf g 
den Pnnct G. Der Stvabl SG entsprielit folglieL im Btlsehel S' 
dem Strahl S'SG und folglieh ist G der Punet der Cni-ve K'"*, 
den g mit ihr gemein hat. Der Strahl SS liefert ebenso auf g' 
den Punet G', den g' neben A noch mit Ä"'^-' gemein hat. 

Satz des Pascal In dem Seehseeksechsseit SBS'GAG', 
dessen Seiten KBifi). BSXh'), S'G{m), GA{g\ AG\g\ G'ti{n) sind, 
sehneiden sich die gegenilberliegenden Seiten in drei Paueteu 
einer Geraden, nämlich hg in ß, h'g' in ß' und mn in S. Wir 
nennen diese Gerade eine Pascal'sche Gerade des Sechseck- 
seebsseits. Die Figur IS*" lehrt, dass der Satz richtig bleibt, 
wenn die eine Seite des fieehseeksechsseits eine Tangente ist. 
Der Punet JB ist auf &' gefallen, und man muss ihn als Eeke 
doppelt zählen, wenn man die Figur ein Seeliseek nennen will. 
Wollte man diesen Fall einfach als Grenzfall des allgemeinen 
als bewiesen ansehen, so möchten sieh dagegen in Bezug auf 
Strenge Bedenken erbeben lassen. 

Es muss beachtet werden, dass der Pascal'sche Satz hiermit 
noch nicht allgemein erwiesen ist, weil die beiden Ecken S S' 
des Seehseeksechsseits die Centren der Ä'^^> erzeugenden Strahl- 
btischel sind, und als solche vor andern auf K'-^^ liegenden Ecken 
vorläufig noch ausgezeichnet sind. Die Befreiung des Beweises 
von dieser Besonderheit gesebieht mittels des Satzes: Ike Functc 
einer Ctirve siveiter Ordnung K'-^> %veräen von irgend sweien unter 
ihnen durch projective Büschel projidrt. 

Um dies nachzuweisen, ziehen wir durch den Punet G eine 
Sehaar von Geraden ffig^g^..- {in der umstehenden Figur ist nur 
gi gezeichnet) und durch G' eine Schaar g['gi'g^'..., welche sich 
paarweise in den Puneten AiA^A^f . . . der Curve K'!^ schneiden. 
Ersetzt man dann in dem Seehseeksechsseit SBS'GAG', für 
welches der Paseal'Bche Satz bewiesen ist, die Ecke A durch Ai 
oder A^..., so gilt für jedes solche Seebseckseehsseit der Satz 
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des Paaeal, weil die Eekeu SS' iu jedem derselben dieselbe 

Stelle und Bedentuog einuehmeo, Hchoeidet aber ^| die Gerade 

b in ßi, g-2 die Gerade 

b in ß-i, g-^ in ß.^ und ^ \ 

schneidet 3,' die Ge- ^\^--A-~-^^^ t* 

rade h' in (3/, g-i in /""^ \ ^^^' 

^ä'etc., so liegen immer v/__ '•Mi.''C^^S/v/ \ 

die drei Punete ßJi^', Ttf-Qo^fi^^^^^^ 

einer Geraden, also A,Lr^^/ _ /^/v^^^*^ 

die Gebilde ßßyhh ■ ■ ■> /^ \X 3 , ^^""^^P 

ß'ßi%%'--- sind per- \ ^Vyff'^ --'''/ 

speetiv, und daher bil- \^//' *'ntf^ \ / 

den die sie projieiren- ^'' y^Ll^"'^ \ ^ Jy^ 

den Geraden ggig^g^s ■ ■ ., ^ /'^* '^a^" t"^ ^'' 

S'Vi'äVs'--- pvojective ^' /y^'"' \ '^ 

Bttsehel. Hierausfolgt: ^f^" 

Die StrahlenhUsehel 
gg^gi-.- und g'g^g%..., welche von zwei willkürlichen Puneten 
GG' einer Curve zweiter Ordnung die Übrigen Punete ÄÄiÄ^,.. 
projieiren, sind einander projeetiv, w. z. b. w. 

Die Ecken SS' haben also in dem Pascal'sehen Satze nichts 
vor andciTi voraus, weil jedes andere Paar von Puncteu ebenso 
KU Centren von projeetiven, K'*^ erzeugenden Strahlcnhiiselielu 
gemacht werden kann. Ein Pascal'sehes, d.h. ein einer Curve 
zweiter Ordnung eingeschriebenes Seehseoksechsseit, wird auch 
hexagramma mjstieum genannt. 

Sechs Punete 123456 können auf 1 .2 .3.4.5 . 6 ver- 
schiedene Arten in eine Reihe geordnet werden, und jeder solchen 
Keüienfolge entspricht ein Sechsecksechsseit, welches durch Ver- 
bindung je zweier auf einander folgender Punete der Reihe ent- 
steht. Aber die Folgen, welche durch cyklisehe Vertausehung 
aus einander heiTorgeheu, also je sechs geben dieselbe Figur, 
und die Folgen, die Urakehrungen von einander sind, wie 12 3 4 5 6 
und 6 5 4 3 21 geben ebenfalls dasselbe Seehseekseobsseit. Die 
Zahl aller möglichen Anordnungen ist demnach durch 2 . 6 zu 
dividiren, wenn man die haben will, die verschiedene Figuren 
liefern, und es giebt 3.4,5 = 60 verschiedene Sechseckseehs- 
seite aus sechs Puneten. Es giebt also sechzig verschiedene 
Pascal'sche gerade Linien p zu sechs Puneten auf einer Curve 
.BT''". Die Configuiation derselben wollen wir später wenigstens 
kurz besprechen. Dass aas sechs Puneten ein Paseal'sches Sechs- 
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eekseehsseit gebildet werden kann, iat die lineare Bedingung da- 
fUr, daae die sechs Punete auf einer Curve zweiter Ordnung 
liegcD. — 

Nun hierzu die dualistischen Sätze, 

Aufgabe. Den Strahl g des Büschels Jf<^' durch den Punct 
G auf a, und den Beililirungspunct auf a za eonatruiren. 

Auf der Geraden a (welche A und Ä' verbindet) wählen 
wir noch einen zweiten Piinet G'. Dann bestimmen die Punete 



ABCD..., A'B'C'D'... auf s und s', von denen die drei ersten 
Paare gegeben sein mögen, projective Strahlenbtiseliel nämlich 
aßyö . . ., aßY^'- ■ ■, die perspectiv sind, weil sie den Strahl u ent- 
sprechend gemein haben. Um diejenige Gerade ö zu finden, auf 
der sich alle Paare entsprechender Strahlen ßß', yf, 66'. . . 
sehneiden, brauchen wir nur die Verbindungslinie der beiden 
Schnittpuncte ßß' und yy' zu eonstruiren, sie ist die gesuchte 
Linie ö. 

Um nun zunächst zu einem beliebigen Punct D auf s den 
entsprechenden D' auf s' und den durch D gehenden Strahl des 
Blisehels iJ'*> zu finden, suchen wir den Sehnittpuuct des Strahles 
ö durch G und D mit ö, dieser bestimmt dann mit G' den Strahl 
6' und dieser bestimmt D'. Die Gerade DD'{i(} ist der gesuchte 
Sti-ahl des Büschels. 

Ist D der s und s' gemeinsame Punct, so fällt d mit s' zu- 
sammen und D' ist der StUtzpunet auf s', woraus eich das Mittel 
ergiebt, diesen Sttttzpnnct zu eonstruiren. 

Bestimmt man auf s und e den gemeinsamen Punct L, so 
bestimmt dieser mit G einen Strahl X und mit G' den Strahl g'. Aber 
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X und f/' sind ein Paar entspreclicnder Strahlen durch G und G', 
weil sie sieh auf ö sehneiden. Sucht man nun den Schnittpunet 
von g' mit s', etwa L', so bestimmen L und i' den Strahl (ß', 
welcher dem BUschel B'^'> angehört. 

Der Strahl g von B*^^ durch G wird ebenso durch den Punct, 
welchen s' mit ö gemein bat, testinimt. Der Schnittpunet von 
s und g werde mit ilf bezeichnet. 

Satz des Brianchon. Sind die Seiten eines Sechsseitscclis- 
echs Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung, so gehen die drei 
VerhindiingsUnien gegenüberliegender Echen dit/rch mten Ftinct. 

Zur Festlegung des Beg-riffes gegenüberliegender Seiten und 
Ecken diene Folgendes. Hat man sechs Pimcte {/), (2), (5), {4), 
(5), (ß), die ein Seehaeckseehsseit bilden, so sind (1) und (4), 
(2) und (5), (5) und (6) gegenüberliegende Ecken. Die Seite, 
welche (1) und (2) verbindet, werde mit {I) bezeiebnet, die (2) 
mit (3) verbindet, werde mit {II) bezeichnet, die (5) mit (4) 
mit (III) etc., die (6) mit (1) verbindet, werde mit {VT) be- 
zeichnet. Dann sind {/) und {IV), {II) und (F), {III) und {VI) 
gegenüberliegende Seiten. 

Der Beweis des Brianchon'schen Satzes für den speeiellen 
Fall, dass zwei Seiten des Sechsseits die Träger der projectiven, 
den Büschel JJ'^* zweiter Ordnung erzeugenden geraden Gebilde 
sind, ist erbracht. Denn das Sechsseit shs'gag' oder wenn wir 
es durch seine Ecken bezeichnen BB'MGG'L, bestebt aus Strahlen 
des Büschels J?'*> und die Verbindungslinien der Ecken GB{ß) 
nnd G'B'{ß') uud ML{o) gehen, wie bewiesen, durch einen und 
denselben Punct, In diesem Sechsseit sind aber alle Ecken und 
Seiten, abgesehen davon, dass die letzteren Strahlen des Büschels 
B<*> sein müssen, willkürlich gewählt, bis auf die Seiten s und s'. 
Diese sind insofern vor den Übrigen Strahlen des Büschels be- 
vorzugt, als sie zwei Strahlen des Büschels sind auf denen die 
übi-igen Strahlen projective Gebilde bestimmen. Der Satz des 
Brianchon muss aber als allgemein bewiesen angesehen werden, 
wenn gezeigt wird, dass die Strahlen des Büschels J?<^' auf zwei 
beliebigen unter ihnen projective Gebilde bestimmen. 

Die Brianchon'schen Sechsseitsechsccke (Fig. 16, Taf. IV) 
shs'gag', shs'gaig', shs'ga^g', . . bestimmen auf ö die (Bi-ianchon'schen) 
Pnncte P, Pj, Pa,.. ff ist fest, weil diese Gerade durch L und 
M allein bestimmt ist, und es ist mithin ß, ft, ß-i,..~/\ ß', ß'j, ß\, . ■ 
nnd also sind die Punctreihen G, ö,, G^, . . G', G\, G'^, . ■ einander 
projectiv. Es bestimmen die Strahlen eines Büschels zweiter 
Ordnung auf zweien unter ihnen auf (/, </' projective Punctreihen. Es 
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sind s, s' keine miagezeichneten Hti'ahlen, der Brianeliüu'sehe 
Satz gilt allgemein, fllr jedes Seehsseitseehseck aus Strahlen eines 
Blleehela zweiter Ordnung. 

Aus sechs Geraden kann man auf sechzig Arten ein Seehs- 
seitseeliaeek bilden; ist eins davon ein Brianchon'sches, so sind 
sie es alle. Nennt man die Schnittpuncte der Verbindungslinien 
gegenüberliegender Ecken Brianchon'scbe Punete, so bilden 
die sechzig Brianehon'aehen Puncto eines Seehsseite eine ähn- 
liche Configuration als die sechzig PascaVacheu Geraden eines 
Sechsecks, die wir nicht weiter discutiren, weil sie aus der Pas- 
eal'Bchen Configuration dualistisch folgt. Die lineare Bedingung 
dafür, dass sechs gerade Linien in einem Büschel zweiter Ordnung 
liegen, ist die, dass sie ein Brianchon'aehes Seehsseitsechseek 
bilden müssen. 

Ikirch fünf Punete ist eine FuncireiJte sweiter Orämmg 
oder eine Cm-ve zweiter Ordnung völlig und dnäeuUg bestimmt. — 
Projiciil man von den Puncten i und 2 die Punete 3, 4, 5, so 
erhält man drei Paare entsprechender Strahlen projectiver Büschel, 
die eine Curve durch die fünf Puncto erzeugen. Legt man eine 
Gerade g durch einen der fünf Punete, etwa 5, so ist auf ihr ein 
Punet 6 dnrch den Pasearschen Satz eindeutig bestimmt, also 
ist die Cnrve eindeutig bestimmt Man bilde das Sechaeeksechs- 
seit (/ 2), {2 3), (3 4), [4 5), g, x, so sehneiden sieh {1 2) und {4 5), 
(2 3) und g in Puncten einer Pasoal'schen Geraden p, die voll- 
ständig durch die beiden Sehnittpunete bestimmt ist. Auf p 
mUssen sieh auch {3 4) und x sehneiden. Der Schnittpunct (3 4),p 
mit 1 verbunden liefert die Gerade x eindeutig, und (<jx) den 
Punet 6 auf g, der zu Z""» gehört 

Der Paseal'sehe Satz behält auch seine Gültigkeit, wenn 
eine oder zwei Seiten Tangenten sind. Für den Fall einer Tan- 
gente ist dies oben ei-wiesen, für den Fall zweier Tangenten 
werden wir es nachher noch einmal speeiell beweisen. Daraus 
folgt dann ähnlich wie bei fUnf Puncten: 

Eine Curve J5"*^> ist dti/rch vier Punete und eine Tangente 
in einem derseVjen, oder durch drei Punete und mvd Tangenten 
in zweien dieser Punete völlig hestimmt. — Die Cnrve wird da- 
durch erzeugt, dass man den Punet, der auf der Tangente liegt, 
znm Projectionscentrum nimmt, und dass man den Strahl des 
zweiten Projectionscentrums , der durch S geht, der Tangente 
projeetiv zuordnet. 

Aufgabe. In einem Punete G auf K^^> eine Tangente zu 
ziehen. Man nehme einen zweiten Punet G' auf K*-^^ und pro- 
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jieire von GG' gleichzeitig drei weitere Puncto ABC von K^^K 
In den hierdurch bestimmten projeetiven Büscheln G {AUC . .) ~/\ 
G'iABC) ziehe man in G den G'G entsprechenden Strahl, er 
ist die Tangente in G, oder man benutze den Pascal'achen Satz. 
Man bilde das Sechseckseebsseit [GG'), (G'A), (AB), (BC), (CG), x, 
worin x die Tangente sein soll. Die Sclinittpuneto {GG'){BC) 
nnd {G'A){CG) bestimmen eine Pascal'sche Gerade ji, anf der sich 
{AB) und X schneiden müssen. Der Punet {AB), p bestimmt 
daher einen Punct von x, und G ist ein zweiter, x ist bestimmt. 

Ein specieller Fall des Paseal'schen Satzes ist der folgende, 
der bei Einführung von Wiokelmasseo wichtig wird. (Fig. 17, 
Taf. IV.) Sind AB, A'B', A"B" sechs Punete einer CuiTe zweiter 
Ordnung, und ist AB' parallel BA', A"B' parallel A'B", so ist 
aneh AB" parallel BA". Die Pascal'sche Gerade des Sechseck- 
sechsseits ist die uneigentliche Gorade. 

Durch fünf Gerade oder StraJden ist ein StrahlenMschel 
sweiter Ordmtng B<^> dndeuUg bestimmt. 

Gäbe es nämlich zwei verschiedene Sti'ahlblischel zweiter 
Ordnung, welche fUnf Strahlen gemein haben, i?'^> und Bl*^, so 
mUssten auf zweien der gemeinsamen Sti-ahlen die Strahlen von 
JB"' nnd J5i<^> projective Gebilde erzeugen. Es mögen nun durch 
J6<^> die Gebilde s und s', durch Bi '^> Si und s/ auf jenen zwei 
Strahlen bestimmt werden, so das» die Punetreihen s und Si die- 
selben und 5' und s\ dieselben Träger haben. Dann ist s~/\s', 
s, 7\ si'. Da aber den drei Puneten in 5 nnd s,, welche die noch 
übrigen gemeinsamen Strahlen von If*^' und B, *^> bestimmen, 
dieselben drei l'uncte in s' und Si' entsprechen, so müssen 
allen gemeinsamen Puneten von s und s, gemeinsame Punete 
von s' und s,' entsprechen, und da 7?'^* und ZJ,"' alle möglichen 
Verbindungslinien entsprechender Punete sind, so müssen 5'^> und 
Bi **' zusammenfallen. 

Man kann aber zu diesem Beweise auch den Briancbon'schcn 
Satz genau so wie hei den Punetreihen zweiter Ordnung (Curven 
zweiter Ordnung) den Paseal'schen anwenden. 

Ein Büschel sweit&r Orämmg ist nickt bloss durch fünf 
Strahlen, sondern auch durch vier Strahlen und einen Siiitzpunct 
auf einem äerse^en, oder durch drei Strahlen und mvei Stüte- 
puncte auf zweien derselben vollständig bestimmt. 

Aufgabe. Auf einer Geraden g des Büschels B'^ den 
Sttltzpunct, den Punct zn eonstruiren, durch den ausser n kein 
weiterer Strahl des Büschels geht. — Man gi'eife noch einen 
andern Strahl y' des Büschels ^'^' heraus. Dann bestimmen auf 
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g nnd g' drei andere Strahlen abc, eine projeetive Verwandtschaft 
g{abc..)'/{g'{abc. .). Der Punct auf </, der dem Schnittpnnct 
{gg') als Punet von (/' projeetiv entspricht, ist der Stiitzpunct 
Man kann aber aneli den Brianehon'sehen Satz bennfzen. Man 
bilde daa Seehsseitseehseek (gg') {g'a) {ab) (bc) c'g) X wo X der 
gesnehte Stiitzpunct auf g ist. Die Geraden (iig)Q>c); (ß'a){c'g); 
{ab,X) bestimmen den Brianehon'sehen Punet P, der durch die 
beiden ersten Paare völlig bestimmt ist. Die Gerade [{ah), F] 
bestimmt auf 17 'den StUtzpunet X eindeutig. 

Die Bestimmung der Gebilde zweiter Ordnung durch fUnf 
Elemente unterliegt einigen Ausnahmen. Liegen von fUnf ge- 
gebenen Puneten vier auf einer Geraden, so ist jedes Geraden- 
paar, daa aus dieser Geraden und einer zweiten durch d 
Punet besteht, als eine CuiTe zweiter Ordnung anzusehen, \ 
die fünf Elemente enthält. Liegen die fönf Punete in einer Geraden, 
so ist die eine Gerade des Geradenpaares ganz willkürlich. 
Gehen vier Strahlen durch einen Piinct, so zcrtallt der Büsehel 
in zwei lineare, der Träger des einen ist der Sehnittpunet der 
vier Geraden, der Trager des andern kann auf dem fünften Strahle 
willkürlich angenommen werden. 

Sehneiden (Fig. 18-', Taf. IV) die drei Seiten «6c eines Drei- 
ecks die Seiten a'h'c' eines andeni Dreiecks in drei Puneten ABO 
einer geraden Linie, so liegen die sechs übrigen Schnittpunete 
auf einer Curve zweiter Ordnung. Denn LMNOPQ ist ein Pas- 
eal'seheB Seehsecksechsseit, Dualistisch Geben (Fig. 18'^, Taf. IV) 
von den neun Verbindungslinien der Ecken zweier Dreiecke drei 
abc durch einen Punet, so gehören die sechs übrigen einem Strahl- 
büaehel zweiter Ordnung an. Denn hnnvixi bilden ein Brianehon'- 
sehea Seobsseitsecbseck. 

Alle Funde P, von denen mis mer Ptmcte ABGD, äie nidtt 
in einer Geraden liegen, einem gegebenen Wurfe aßyd projeetiv 
aufgenommen iverden, Uegen in einer Curve zweiter Ordnung. 

Construirt man nach Seite 28 
erst einen solehen Punet P, und 
legt durch ÄSCDP eine Curve 
zweiter Ordnung ^<^>, so werden 
jLBCI) von jedem andern Puncto 
P' der Curve K'^ durch Strahlen, 
die FiABCB) und also aßyÖ pro- 
jeetiv sind, aufgenommen. Ausser 

}{9) giebt es aber keine andeiTi Punete, die der Aufgabe ge- 
nügen. Wäre Q ein solcher, und trifft QA K*"' iu P, so mUsste 
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Q(ABCD)~/\aßy6J^P(ÄßCI)) Bein, und weil {QA), {FÄ) sieli 
selbst entsprechende Strahlen sind, so mttsste Q{ÄBCD) J\ FiABCD) 
sein; es mUseten also ÄBGI> auf einer Geraden liegen, was gegen 
die Voraussetzuiig ist Da die Zuordnung von F{JLBCI>) zu 
aßyd sechsfach gewählt werden kann, so giebt es sechs Curven 
zweiter Ordnung die der \ufgibe i;eniigen' i^'t der Wurf hir- 
monisch so giebt es um diei ist ihei die Zuordnung eine be 
stimmte so giebt es nui eine 

Der Beweis des dualistischen Satzes dass äte geraäut 
Linien p die iier Geiaäo abcd einim IVmfc aßyd ßrojcetiv 
st^mddpii m fineiii SziscJ d „ueitt? 0}diinng lirgen kinn fHglich 
dem Leser tiberlassen werden. 

Lehrsatz. Wenn man von den Ecken eines Dreiecks ABC 
nach den Schnittpuncten der gegenüberliegenden Seiten mit einer 
Curvc zweiter Ordnung BEFGIIK sechs gerade Linien zieht, so 
sind sie Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung. 




Beweis. Das Sechseck FFKDGII mt einer Curve zweiter 
Ordnung eingeschrieben, also schneiden sieh EF und BG in einem 
Punete W, FK und GH in einem Puncte V, EH und KD in 
einem Punete JJ auf einer Geraden o. Construirt man nun die 
Punete, welche von VVW bez. durch die Ecken AC, BC, AB 
harmonisch getrennt sind, so sind offenbar die Verbindungslinien 
dieser Puncto mit den gegenüberliegenden Ecken die Geraden 
ii, V, IV, diese müssen sieh also in einem Punete schneiden, 
und da sie die Hauptdiagonalen des Sechsseits efJigkd sind, so 
ist dieses ein Biianchon'sehes Seehsseit. 

Der hierzu dualistische Satz ist zugleich die Umkehrung 
desselben. Gehen durch die Ecken ABO eines Dreiseite abc 
Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung und sind die 
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SchDittpiinetc derselben mit den gcgenllberliegenden Seiten 
EFGJTKJ), 80 liegen die so erhaltenen seeha Puncte auf einer 
Curve zweiter Ordnung, bilden ein Pascarsclies Sechseck. 

Die Begriffe Innerhalb und Ausscrlialb bei Cui-ven zweiter 
Ordnung. — Die Cui-ven zweiter Ordnung sind uniciirsal, die Er- 
zeugung durch projeetive StrahlbUschel lehi-t, dass man über 
keinen ihrer Punete zweimal kommt , wenn man sie immer 
im gleichen Sinne verfolgt, und daes man schliesslich zum Aus- 
gangspiincte zurückgelangt. Daher besitzen die Curven, wenn 
man von der Ausartung in ein Geradenpaar absieht, keinen 
Knotenpunet (Doppelpnnct). Die Curve -fiT'^' theilt deshalb die 
ganze Ebene in zwei getrennte Felder A und I. Von einem 
Punete in A kann man nicht auf einem continuirlichon Wege zu 
einem Punete in I gelangen, ohne die Curve zu Überschreiten. 
Bei der Hyperbel, die uneigentlicbe Puncto enthält, enthalten 
beide Felder A und I Stücke der uneigentlichen Geraden, diese 
Stucke selbst theilen die Felder in zwei TiieJie, die eben durch 
die un ei gentlichen Puncto zu einem Stücke zusammengefügt 
werden. Fimete innerhalb /l"'^' sind solche, von denen aus 
keine Tangenten an die Curve gelegi werden können. Jede durch 
sie geleg'te Gerade trifft -ff"'^' in zwei Puneten. Punete ausser- 
halb K*^' sind solche, durch die Tangenten an die Curve ge- 
legt werden können, und zwar giebt es zwei und nur zwei 
Tangenten durch einen solchen Punet. Auch giebt es durch 
solche Punete gerade Linien, die die Curve nicht treffen. — 
Gicht es durch den Punet T eine Tangente t, die die Curve in 
L berührt, die also die Curve nicht wieder trifft, so kann man 
die Gerade ( stetig so um T drehen (in der Vorstellung von 
der Geraden t zu andern übergehen), dass die Curve von der 
gedrehten Geraden getroffen wird, und auch so, dass die Cui-ve 
nicht getroffen wird. Wir drehen die Gerade im ersten Sinne. 
So trifft die gedrehte Gerade die Curve in zwei Puneten, bis sie 
wieder einmal Tangente wird. Dies muss aber wirklich einmal 
eintreten, weil sie, wenn sie sieh der Lage t durch forigeeetzte 
Drehung wieder stetig nähert, einmal die Curve nicht mehr trifft. 
Der Uebergang vom Sehneiden zum Niehtschneiden giebt die 
zweite Tangente t' durch T. Dreht man nun weiter, so kann 
bis t erreicht wird , die Gerade die Curve nicht mehr treffen, 
weil sie sonst aus getrennten Stücken bestehen mttsste. Es giebt 
also durch T zwei und nur zwei Tangenten, Hierfür finden wir 
nachtier einen weitern Beweis, der Continuitätsbetraehtungen 
nicht erfordert. — Das Feld in dem der Punet T liegt sei A. 
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Ist T irgend ein andrer Pnnct in A, so legen wir durch T und 
T' eine Gerade g. Das Stllck TT derselben liege ganz in A, 
mit einem der beiden Theile zwisehen T und T, deren einer 
eine Stiecke ist, deren andrer den uneigentlieben Punet enthält, 
18t die«! sii.liei der Fall, Denn trifft g die Cnrve nicht, so liegt 
q gtnz in J. Oder y tritft X'^', so gehen wir von T in irgend 
emom Sinne auf g nach T'; kommen wir dabei eher nach T als 
zui Ciirve ?o liegt der zwisehen T und 3" zuiilckgelegte Weg 
ganz in A. Treffen wir aber erst die Curve in P, so gelangen 
wir (auf g) nach / und bleiben in I bis g die Curve zum zweiten 
Male in Q trifft, wobei wir .7" nicht überschritten haben, weil T' 
in A liegt, bei Q treten wir wieder auf das Gebiet A, und müssen 
dort einmal auf T' treffen. Der Rest T'T liegt nnn ganz in A, 
weil y die Curve nicht wieder schneiden kann, da sie ja nur 
zwei Puncto (P, Q) mit ihr gemein haben kann. Durch T gicbt 
es ebenfalls Tangenten an die Curve. Denn die Öchnittpunete 
der stetigen Tangentenfolge mit der Geraden g bilden jedenfalls 
eine stetige Punctfolge, wofür ein strenger Beweis vorbehalten 
bleibt, und fallen, wenn der Stützpunet der veränderlichen Tan- 
gente auf P oder Q fällt, eben mit diesen Puneten zusammen; 
die Sclmittpuncte müssen daher den ganzen Theil der Geraden 
g zwischen P und Q bedecken, der den Punct T enthält, in A 
liegt, und es muss deshalb auch mindestens einer auf T' fallen. 
Durch T' giebt es demnach immer eine folglich zwei und nur zwei 
Tangenten, der Punct T liegt ausserhalb Z"'^'. Alle Piinete des 
Feldes A sind Puncte ausserhalb, durch jeden giebt es Tangenten 
an die Cuitc. — Sind 1 1' die Tangenten durch T an die Curve 
K'^'>, so folgt aus unserer Betrachtung noch, dass in dem einem 
Winkel tt' (und seinem Scheitelwinkel) alle Geraden durch T 
liegen, welche die Curve treffen, im Nebenwinkel aber alle Ge- 
raden liegen, welche die Cnrve nicht treffen. 

Eine Tangente, die einen Punct 2' in A besitzt, liegt ganz 
in A, weil sie die Curve nicht übersehreiten kann. Deshalb 
Hegen alle Tangenten ganz in A. Denn läge eine Tangente 
theilweise oder ganz in /, so miisste sie jede Tangente, die in 
A lieg-t, irgend wo treffen, also in A treffen. Sie muss also 
Puncte in A haben, mithin ganz in A liegen. Durch einen Punct 
Ji in / giebt es daher keine Tangenten. Jede durch U gehende 
Gerade muss die Curve treffen. Denn ginge eine Gerade, die um 
R gedreht wird, einmal vom Schneiden zum Nichtschneiden über, 
so würde eine Tangente den Uebergang bilden, eine Tangente 
durch II aber giebt es nicht. 
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Satz von Mae Laurin. In jeäein Viereck aus vier Fmicten 
ein&r Curve K^^^ sweit&i- O-rthimig liegen die Sehnittpuncte zweier 
Paare gegenüberliegender . Seiten mit den Schnit^uncten der in 
den gegenÜberUegenäen ^chf>tincten gesogenen Tangeitten in einer 
Geraden. (Fig. 19, Taf. V.) Oder, mvd Nehetieclien eines ein- 
gesclm-iebenen Vierecks liegen mit swei Ecken des timschi-iebenen 
Viei-seits, dessen Stütspunete die Eeken des Vierecks sind, in einer 
Geraden. Gegenüberliegende Seiten sind solche, die dnreh yer- 
achiedene Eekenpaare des Vierecks geben. Zielit man zwei 
Paare gegenüberliegender Seiten, so erhält man ein Viereekvier- 
seit, in diesem sind gegenüberliegende Eeken solche, die nicht 
auf einer Seite des Viereekvierseits liegen. Aus vier Puneten 
lassen sieh drei verschiedene ViereckvJerseite (einfache Vierecke) 
bilden. — Beim Beweise benutzen wir mehrfach den Satz, den 
man überhaupt immer bereit halten muss , aßyd ~/\ ßady 7\ y^cß 
/\ ÖYßa. — Ea ist 

pvsa '/\ brup 7\ purb, pvsa 7\ purh, 
XZP liegen in einer Geraden y, 
qvrc Jy dsuf J\ gusd, qvrc X ü'^sd 
XZQ liegen auf einer Geraden y 
die beiden Geraden enthalten XZ, sind also ein und dieselbe. 
Also liegen XZFQ anf einer Geraden, w. z. b. w. Genau so liegen 
YliXS auf einer Geraden s, YÜZV auf einer Geraden x. — Da- 
mit ist Zugleich der Paseal'sehe Satz flir den Fall ei-wiesen, dass 
zwei Seiten des Sechsecksechsseits Tangenten sind. 

Der dnalistische Satz lautet; In jedem Vierseit aus Strahlen 
eines Büschels -B**' zweiter Ordmtng gehen die VcrbindmigsUnien 
sweier Paare gegenüberliegender Ecken und d^r Stützpuncte zweier 
gegenüberliegender Seiten durch einen Punct. ■ — Man kann Fig. 19, 
Taf. V wieder benutzen, nur ist die Curve als (vorläufig) nicht 
zugehörig anzusehen. Es ist 

PVSA Ä SRUP A PüRB, PVSA J^ PUMB 
xy0 gehen durch das Perspectivitätscentrum T, 

gvsc Ä DSUQ Ä Q^s^> Q^^f^ A Qf^s^ 

ysq gehen durch einen Punct F, 
er ist durch gs bestimmt, mithin beidemale derselbe. Die Seiten 
des Vierseits lassen sich auf dreierlei Art in Paare gegenüber- 
liegender ordnen (zu Vierseitviereeken gestalten), dies giebt drei 
Puncte XYZ durch die vier gerade Linien, zwei Nebenseiten des 
Vierseits und zwei Verbindungslinien gegenüberliegender StUtz- 
punete gehen. 

Wir nennen die Figur, die diese Sätze, darstellt Mac Laurin'- 
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sehe ConfigüvatioQ, sie ist dieselbe ob man von der Punet- 
reihe zweiter Ordnung Ä"*'^' oder von der Stralilenreilie zweiter 
Ordnung U**- ausgeht, und giebt dadurch den Aulass, einen 
Zusammenhang zwischen beiden Gebilden aufzudecken. Zunächst 
aber sprechen wir die beiden Sätze noch einmal wie folgt aus: 

Die Nebenecken eines einer Curve zweiter Ordnung einge- 
sehnebenen Tierecks, und die Ecken des der Curve in den Vier- 
eclisecken umschriebenen Vi<^seits liegen dreimal mi je me}-en auf 
einer Geraden. 

Die Nebenseiten eines atis Strahlen eines Büschels Mveiter 
Ordnung bestehenden Vierseits vnd die Seiten des atis d^n Stüfz- 
puncten des Viei-seits gebildeten Vierecks gelten dreimal zu je vieren 
dm-ch einen Funct. 

Nun beweisen wir den wichtigen Satz : Die Tangenten einer 
Owve zweiter Ordnung bilden einen Büschel zweiter Oi'dnung 
und den dualistischen: Die Stütepuncte eines Büschels sweiter 
Ordnung bilden eine Curve zweiter Ordnung, d. h. sie werden 
von zweien unter ihnen durch projective Büschel projicirt. 

Ersetzt man (Fig. 19", Tat T) B durch B^, B^,-- so ist 
ßZiZi . . X »'^i^i . ■ (Perspectivitätsaclise v) 
also ist EE,A..7\PP|P2.., 

d, h. die Tangenten bbib^ . . bilden auf zweien unter ihnen, auf a 
imd c projective Pimctreihen, sie bilden einen Büschel zweiter 
Ordnung. 

Aendert man (Fig. 19'', Taf. V) b mhi bi.. ab, so bestimmen 
die Strahlen (7(JJI?iA ■ ■) auf der Geraden s (AB) Puncte 22, 
Z-i . ., und die Strahlen A{J3B^Bi.. D . .) auf der Geraden g 
(CD) Puncte YYiT. . . von der Eigenschaft, dass ZY, Z^Y^, 
Z-^Y'i.. {xxiX^ . .) durch einen Punet V gehen, so dass ZZiZ^-- 
^ YY,Yi.. ist, und folglich sind die Büschel A{BBtSi.) und 
C{BBiB.i . .) einander projeefiv. Die Stützpunete BBiB^ . . werden 
von A und C aus durch projective Strahlbüschel projich-t w. z. b. w. 

Die Geraden SB, SRi, SB^.. gehen durch YY^Y^.., sind 
diesen Puncten perspectiv, also ist aucli BB^B^ . . 'f\ AiBB^B-i ■ .) 
und 7\ C(BBiBi . .}. Aendert sieh B auf s stetig und mit B der 
Strahl b, so ändern sich die Strahlen in den Büscheln A(BBiB-i . .) 
C{BBiBi . .) stetig und mit ihnen die Puncte der Curve. Einer 
stetigen Aenderung der b entspricht demnach eine stetige 
Aenderung der Stützpunete, und einer stetigen Aendemng der 
Stützpunete entspricht eine stetige Aenderung der Tangenten, 
was auf Seite 44 bereits augekUndigt wurde. 

Durch diese Sätze gewinnt die Dualität einen neuen Inhalt. 
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Bei linearen Gebilden stand der Geraden der Pnnet, der geraden 
Panctreihe der StrahlenbUseliel durch einen Punet dnalistisch 
gegenüber. Der Curve zweiter Ordnnng steht der Blisehel zweiter 
Ordnung gegenüber. Wie aber die gerade Piinctreihe zu einer 
Geraden zusammengefaBst dem Stützpunct des BUscliels, also 
einem Puaete entspricht, so kann man nun die Punetreihe zweiter 
Ordnung in der Cnrve Z"'^' zusammeDfasscB und ihr den Träger, 
die Stützcurve des dualistisch gegenüberstehenden StrahlbUgchels 
entsprechen lassen, also der Curve zweiter Ordnung wieder eine 
CuiTe zweiter Ordnnng auf die sieh die den Curvenpuneten ent- 
sprechenden Strahlen stützen. Der Brianehon'sche Satz, der dem 
Paseal'sehen dualistisch gegenübersteht, bezog sich zunächst auf 
ein Sechsseitseehseck, dessen Seiten Strahlen eines Büschels 
zweiter Ordnung sind. Jetzt dürfen wir sagen, dass er sich auf 
eine Curve zweiter Ordnung beziehe, der die Seiten umsehrieben 
sind. Der Mac Laurin'sclie Satz selbst kann in seinem zweiten 
Theilc so gefasst werden: Ist ein Vierseit einer Curve zweiter 
Ordnung umschrieben und zeichnet man in den Stutzpnneten als 
Ecken ein Viereck ein, so erhält man die Mae Laurin'sche Con- 
figüration. Man sieht, dass der Mae Laurin'sche Satz und der 
ihm dualistisch verwandte völlig identiseh sind. 

Fünf gerade Linien bestimmen nielit bloss einen Büschel 
zweiter Ordnnng, sondern auch eine Curve zweiter Ordnung, an 
der sie Tangenten sind. 

Da durch jeden Punct nur zwei Strahlen eines Büschels 
zweiter Ordmmg gehen, und die Tangenten einer Curve zweiter 
Ordnung einen Büschel zweiter Ordnung bilden, so giebt es durch 
jeden Punet ausserhalb nur zwei Tangenten an eine Curye zweiter 
Ordnung, was jetzt ohne Continnitätsbetraehtung einleuchtet 

Jede Curve zweiter Ordnung besitzt Tangenten und somit 
Puncto ausserhalb, es giebt folglieh gerade Linien, die die Curve 
nicht treffen. Es giebt gerade Linien, die die Curve einmal 
treifen und solche, die sie zweimal treffen. Projicirt man die 
Punete der Curve 7C> von zwei Puncten S, S' derselben auf 
eine Gerade, die K'^^ zweimal trifft, so bestimmen die projectiven 
Büschel auf ihr projeetive Punetreihen, und die Schnittpuncte der 
Geraden mit X'^* sind die sich selbst entsprechenden Punete. 
Es giebt also projeetive Verwandtschaft auf demselben Träger 
mit einem Paare sieh selbst entsprechender Elemente; man kann 
sie hyperbolische Projeetivität nennen. Projieii-t man K'^> 
von S, S' auf eine Gerade, die die Curve nicht trifft, so besitzen 
die projectiven Reihen auf ihr keine sieh seihst entsprechenden 
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Elemente; mu» kami die Verwandtschaft elliptische Projeetivi- 
tät nennen. Es giebt elliptisch projective Gebilde. Pi'ojieirt 
man die Curve auf eine Tangente, so erhält man projective Ge- 
bilde, die nnr ein Element entspreeliend gemein liaben; wir nennen 
diese Beziehung parabolische Projectivität Es giebt para- 
bolische Projeetivität. — Projieirt man eine Hyperbel, eine Ellipse, 
eine Parabel von zweien ihrer Puncte anf die uneigentliehe Gerade, 
80 erhält man auf ihr bez. hyperbolisch, elliptisch und parabolisch 
projective Gebilde. — Die Hyperbel hat zwei uneigentliche Puncte, 
die Tangenten in ihnen heissen Asymptoten. — Die uneigent- 
liche Gerade als Tangente im iincigentlichen Puncte kann als 
Asymptote der Parabel angesehen werden, die Ellipse besitzt 
keine (realen) Asymptoten. 

Wir haben den Pasearschen Satz erwiesen fitr die als 
Grenzlagen auffassbaren Fälle, dass eine oder zwei Seiten des 
Seehsecksechsscits in Tangenten übergehen, er bleibt aber auch 
noch bestehen, wenn drei Seiten Tangenten sind. Gegen Her- 
leitung des Satzes dnreh Grenzlibergang liönnten Bedenken wegen 
der Strenge erhoben werden. Wir beweisen ihn deshalb wie 
folgt. (Fig. 20, Taf. V.) 

Die Geraden {2, 6) (2, 4), {6, 5) und {4, 5) = a seien Tangenten 
an eine Curve X<^', 1, 3 seien die StUtzpuncte der beiden ersten, 
Lässt man die Tangente a in a'a". . übergehen, so geben 4 und 
5 bez. in 4'4".., 5'5". . über, und es sind die Blisohel 1{44'4".) 
und 2{55'5"..) perepeetiv, weil sie projective Punctreihen auf- 
nehmen. Fällt 5 auf 6, so fällt 4 auf 2, der Strahl (/, 2) ist 
entsprechend gemein, die Büschel sind perspectiv. Fällt 5 auf 
den Punct L in dem sieh {4, 2) (ß, 5} sehneiden, so fällt 4 auf 3, 
der Punct 3 ist ein Punct der Perspectivitätaaebse. Diese geht 
auch noch durch 6. Denn sehneidet sie (5, 6) in X, so muss 
{IX) durch den entsprechenden Punct F auf (2, 4) gehen, es muss 
XY, also IX Tangente an .K"'^* sein, was nur möglich ist, wenn 
X auf 6 M\t Also sehneiden sieh (/4), (2 5) {3 6) in einem 
Puncte, es besteht der Brianchon'sehe Satz für den Fall, dass 
zwei Ecken des Secbbseitsseehsecks m StUtzpunete übergehen. 
Lässt m-^n nun ■> luf M fillen s«. fällt 4 auf L. Die Strahlen 
{2M) {IL) schneiden «ich anf der Peispettivilätsaehse also auf 
(5 6). Dies Usst sieh so ausspiechen Ist ein DrdccTc- einer Curve 
zweiter (kdmmg mnschyiebeti lo gehtn äie Transversahn von den 
Ecken nach den ijegfniiliahtqtnäen Stntspuncten durch einen 
Pnnct Dies ist dei buanehon'xhe Satz 

Aehnlich beweist min den duilististhen Satz. Die drei 
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Vimcte DEF, in denen ä4e SeHen eines einer Curve K*^' einge- 
sclmebenen Dreiecks abc von den in den gegenüberliegenden Ecken 
gesogenen Tangenten getroffen wei-den, liegen in einer Geraden. 
Dies ist der Pasearsclie Satz. 

Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks Transversalen, 
die sieh in einem Puncte schneiden, so lässt sich dem Dreiecke 
eine Ckirve uweiter Ordmmg einschreiien, die die Seiten in den 
dmrch die Transversalen hesUmmten Pimcten herührt. 

Nimmt man für beide Sätze dieselbe Figur (Fig. 21, Taf. VI), 
eo erkennt man, dasa der Schnittpnnct einer Seite des iim- 
schri ebenen Dreiecks mit der gegenüberliegenden dca einge- 
sehriebenen von dem Stützpunete dureb die beiden andern Seiten 
des nmsehriebenen Dreiecks harnioniacb geti-ennt ist. Daraus 
ergiebt sieh als specieller Fall: 

Der Stützpnuet einer Tangente einer Hyperbel liegt in der 
Mitte zwischen den Pnnctcn die die Asymptoten auf der Tangente 



Als eine Anwendung der Mae Laurin'scben Coafiguration 
kann hier der Satz gebracht werden. Sind (Fig. 22, Taf. VI) cibcd 
Tangenten der Curven K tmd K' moeiter Ordmmg, und sind 
ABCD hez. A'S'C'D' ihre Stützpunete auf K imd Z", so liegen 
die acht Funde ABCDA'S'C'D' auf einer Citrve zweiter Ordnung. 

Die Pancte XYZ als Schnittpunete der Nebenaeiten des 
Vierseits ahcd mliesen zugleich die Sehnittpunete von je zwei 
Seiten des Vierecks ABCD und dea Vierecks A'B'OD" nach 
Mae Laurin sein z. B. Xder Schnittpnnct von {AC){BD){A'C'){B'D'). 
Nun sind SZRX haiinoniscbe Puncte, also F{SZBX) harraoniaclie 
Sti-ahlen, also müssen (AD''} (A'B) eich auf PF gleich XY schneiden. 
Denn in dem Viereck ABB'A' sind zwei Nebenecken TZ durch 
die beiden durch die dritte Kebenecke P gehenden Seiten har- 
monisch getrennt. Also ist A(BA'DC) X B(A'B'CD), A{B'A'DG) 
j\ B{BA'DC), also liegen ABA'B'CD auf einer Cnrve zweiter 
Ordnung und ebenso ABCDA'C, ADCDA'D'. Da aber durch 
fünf Punete die Cnrve völlig bestimmt ist, so liegen ABCDA'B'C'D' 
auf derselben Cnrve zweiter Ordnung. 

Der dualistische Satz lautet; Haben zwei Kegelschnitte acht 
Punete gemein, so liegen die acht Tangenten in ihnen in einem 
BHschel zweiter Ordnung, atützen sich auf eine Curve zweiter 
Ordnung. 

Satz von Steiner. Bewegt sieh (Fig. 23% Taf. VII) eine 
Ecke A eines Dreiecks AA'A" auf einer Curvo zweiter Ordnung 
K''^', und bewegen sieh die beiden andern Ecken auf zwei Ge- 
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raden y', y", und gclien die Seiten a\ a" dureli die Piinete S', S', 
auf -ff^*^', 80 besehreilit die dritte A gegenüberliegende Seite a 
dea Dreiecks einen Büschel zweiter Ordnung, zn dem g', g" ge- 
hören. — Denn die StrahlbUHehel S', S" und folglich die Punet- 
reihen Ä', A" sind projeetiv. Dualistisch hat man (Fig. 23'', Taf. VII): 
Bewegt sieh eine Seite a eines Dreiecks aa'a" in einem Büschel 
B'^' (als Tangeute einer Curve zweiter Ordnung), während die 
beiden andern Seiten durch die Puncte G', G" gehen, und liegen 
die locken in zwei Strahlen s', s" des Büschels, so beaehreibt die 
dritte Ecke A eine Cui-ve zweiter Ordnung, zu der G', G" ge- 
hören. — Denn die Puncü-eihen A', A" auf s', s" und mithin die 
Strahlbüsehel G', G" sind projeetiv. 

Zwd Dreiecke, die einer Curve zweiter Ordnung eingeschrieben 
sind, sind einer andern Ctirve zweiter Ordnung umschrieben. 

Sehneidet (Fig. 24, Taf. VII) die Gerade g- die Cui-ve K'^'> in 
PVi schneidet g" in T"Q", so können wir den Pnnct A der Reihe 
nach auf diese Sehnittpuaete fallen lassen. Fällt A auf P, so 
trifft {S"F^ die Gerade g' in P'. Die Gerade {S'JP') bestimmt 
auf g" den entspreehenden Punct, S'P' ist selbst ein Strahl des 
Büschels B'^K Ebenso gehören S'Q', S"F', S"Q" zn diesem 
Büschel. Die Ecken der Dreiecke S'PQ', S"F"Q" liegen in einer 
Curve X"^^', ilire Seiten liegen in einem Büschel B>-^K Die Drei- 
ecke sind einer Curve zweiter Ordnung eingesehrieben und einer 
andern nmaehrieben. 

Giebt es ein Dreieck S'P'Q', das einer Curve K'^> einge- 
sehrieben, und zugleich einer andern Curve «weiter Ordnung F'^^ 
umschrieben ist, so giebt es unendlich viele solcher Dreiecke. 
Denn «ieht man die Tangenten S"P", 8"Q" an /■<'>, während 
S"P"Q" auf if <=> liegen, so muss T"Q" ebenfalls Tangente an r<^ 
sein, weil durch fünf Tangenten S'P, FQ', QS; S"F", S"Q- der 
Büschel zweiter Ordnung (und seine Stützeurve P'^*), in dem nach 
vorigem Satze auch P"Q" liegen mnss, vollständig bestimmt ist. 

Projeetive Punetreihen zweiter Ordnung. Legt man 
in einen oder in zwei Puncte einer Curve zweiter Ordnung K'-^'' als 
Centren zwei projeetive Strahlbüsehel ahc. . 7\ a'b'tf. ., so bestimmen 
diese auf -ÄT'^i Punetreihen ABC.., A'B'G'.., die man (krumme) 
projeetive Punetreihen zweiter Ordnung nennt. Projieiit man 
diese Punetreihen von irgend zwei Puncten der Curve aus, so 
erhält man projeetive Strahlbüsehel nach dem Satze, dasa die 
Puncte einer Curve von irgend zweien unter iimen durch pro- 
jeetive Biisehel projieirt worden. 



y Google 



51 

DiePerspeetivitätsaehBekrummevprojeetiverPunct- 
reiben. Projectire Punetreihen anf einer Cnrve .K*^* sind stets 
einer und derselben geraden Punetreihe perspectiv. Den Träger 
dieser geraden Pnnetreihen wollen wir die Perepeetivitätsaelise 
der beideu projeetiven Punetreihen zweiter Ordnung nennen. 

Projieiren wir (Fig. 25, Taf. VII) die Reihen ABC, A'B'O. . 
von zwei entspreeheuden Pnneten, etwa von ÄA' aus, so ttass 
A(A'B'C'..)'/{ Ä'(ABC..) oder a'b'c' . . '/\ abc . . ist, so sind die 
Büschel perspectiv wegen des entsprecliend gemeinen Strahles 
{AA') (A'A) oder aa', und die entsprechenden Sti'alUen schneiden 
sieh deshalb auf einer Geraden g, der Pei-speetivitätaachse der 
Büschel, die dureb {bb'), {ccfj bestimmt ist. Projieirt man von C 
und O ans, so ist aneb C(CA'S'. .)'^ C'{CA£ ..), die zugehörige 
Perspectivitätsachee sei g\ sie geht durch (cc*) und {CB'){C'B), 
ist also die Paseal'sehe Gerade des SechseeksechsHeits AB'GA'BO, 
geht deshalb auch durch den Schnittpunct von {AB') und {A'B) 
oder Q>b') und fällt mit g zusammen. Es giebt nur eine Fer- 
specUvitätsachse zweier projectiver Puncti-eihen mif einer Curve 
ntweiter Ordnimg. 

Die Aufgabe, die sieb selbst entsprechenden Punete zweier 
projeetiven Punetreihen auf K'-^^ zu bestimmen, kann mit dem 
Lineal gelöst werden, wenn die Cuitc vollstälndig eoutinuirlieb 
gegeben ist. Denn die Sehnittpuncte LM der Perspectivitäts- 
achee g der beiden Reihen mit K'-^^ sind die sich selbst ent- 
sprechenden. Trifft g die Curve nicht, so ist die Projectivität 
elliptisch, sie besitzt keine sich selbst entspreehenden Punete, 
ist sie Tangente, ao giebt es einen sieh selbst entsprechenden 
Punct, die Beziehung ist paraboliseh. Trifft g die Curve zwei- 
mal, so ist die Projectivität hyperbolisch. Selbstredend ist eine 
Projectivität auf einer Curve zweiter Ordmmg durch drei Ele- 
mentenpaare völlig bestimmt. 

Alle Aufgaben zweiten Grades laufen darauf hinaus, die 
sieh selbst entsprechenden Elemente zweier projeetiven Verwandt- 
schaften auf demselben Träger zu construiren. Sie lassen sich 
nicht mit dem Lineal allein ausführen, wohl aber, wenn im 
Operations felde irgend eine Curve zweiter Ordnung vollständig 
continuirlieh gegeben ist. Diese Curve kann zugleich dazu dienen, 
Massbeziehungen in der Ebene einzuführen, wie sieh später zeigen 
wird. Dazu ist eine Ellipse geeigneter als eine Hyperbel. Wir 
wollen deshalb annehmen, im Operatiousfelde sei eine 
Ellipse vollständig continuirlieh gegeben, mit deren 
Hülfe alle Construktions aufgaben zweiten Grades zn 
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löaen sind. Um dieselbe durch einen. Namen anszuzeiciinen, soll 
sie dieMasscurve heiasen. Wir lösen einige Aufgaben mit ihr. 

Aufgabe. Die sich selbst entsprechenden Elemente zweier 
projeetiver Punctreihen ABC, Ä'S'C'.. auf einer Geraden g zu 
bestimmen. — ■ Man projicire von einem Punete S der Masseurve 
die Punete ABC . . auf die Punete aßy . . der CuiTe, A'B'G. . nach 
a'ßy. . auf der Curve. Man bestimme die Perspeetivitätsaehse h 
dieser krummen projectiven Gebilde, ihre Sehnittpuncte A/* mit 
der Maaseurve verbinde man mit S, die Geraden SX, Sfi be- 
stimmen die sieh selbst entsprechenden Punete der geraden Punct- 
reihen ABC, Ä'S'C- Trifft die Perspeetivitätsaehse Ä die 
Curve nicht, so ist die projective Verwandtschaft auf g elliptisch, 
sie besitzt keine sieh selbst entsprechenden Elemente. 

Die Aufgabe, die sieh selbst entsprechenden Sti'ahlen zweier 
projectiver Büschel mit demselben Träger G zu bestimmen, läuft 
auf die vorige hinaus, wenn man die BUsebel durch eine Gerade 
g schneidet und auf ihr die sich selbst entsprechenden Elemente 
der durch die Büschel bestimmten projectiven Punctreihen sucht. 

Aufgabe. Die Durehsehnittspunete einer geraden Linie g 
mit einer Curve zweiter Ordnung K'-^^ zu finden, wenn diese durch 
nur fünf Punete gegeben ist. — Man projicire von zweien der 
fünf Punete die übrigen, so erhält man zwei projective Strahl- 
blisehel, die einerseits die Curve erzeugen, andrerseits auf g zwei 
projective Punetreihen bestimmen. Die sieh selbst entsprechenden 
Punete dieser Reihen sind die gesuchten. — Ist die Curve durch 
fünf Tangenten gegeben, so kann man zunächst die Stützpunete 
der Tangenten linear (mit dem Brianchon'schen Satze) eonstruiren, 
und dann wie vorhin die Sehnittpuncte der Curve mit g finden. 

Aufgabe. Von einem Punete ö an eine durch fünf Punete 
gegebene Curve zweiter Ordnung die Tangenten zu ziehen. — Man 
construire zunächst die Tangenten in den fünf Puncten linear 
(mit dem Pascal'sehen Satze). Die Punetreihen, die drei dieser 
Tangenten auf den beiden andern ss' bestimmen, projicire man 
von G aus, so erhält man in G zwei projective Büschel, deren 
sich seibat entsprechende Sti'ahlen die gesuchten Tangenten sind, 
weil sie Je durch ein Paar entsprechender Punete auf s und s' 
gehen. Die Lehre von Pol und Polare wird noch eine bequemere 
Consfruotioo ergeben. 

Lehrsatz: Liegen die n Ecken eines einfachen w+1-öeits 
auf n festen Geraden, und gehen die »+1 Seiten durch «+1 feste 
Punete, so liegt die n+lte Ecke auf einer Curve zweiter Ord- 
nung K'^\ 
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Dualistisdi : Gciiou die n Seiten eines eiufaclien «-hl-Eeks 
durch n feste Punete, und liegen die Ecken auf n+1 festen Ge- 
raden, so ist die )i-|-ltc Seite ein Sti"ahl eines Strahlenblisehels 
zweiter Ordnung JB'^'. 

Denn yariirt man die Seiten, so bilden sie untereinander 
projeetive Biisehel , und variirt man die Ecken , so erhält 
man auf den festen Geraden projeetive l'unctreihcn. Soll die 
«4-lte Ecke des m+1-Seits auf einer gegebenen Geraden liegen, 
so hat man auf dieser die vom ersten und li+lten Btisehel be- 
stimmten projeetiven Puuetreihen ins Auge zu fassen, und die 
sieh selbst entsprechenden Elemente zu bestimmen, man erhillt 
zwei Lösungen, wenn es deren giebt. Dualistisch hierzu ist die 
Forderung, dass die «+lte Seite des einfachen sj+l-Eeks durch 
einen gegebenen Punct gehen soll. 

Aufgabe: Die Sehnittpunete zweier Curven zweiter Ordnung 
KK' zu finden, die durch je fünf Punete LMÄBG, LMA'B'O 
gegeben sind, von denen zwei LM dieselben sind. — Die Curven 
KK' werden bez. durch die BUsehel L(ÄBC . .)/\ M(AJIC . .), 
LiA'B'C.) 7\ M{A'B'C'..) erzeugt Die Strahlen L{ABC..) 
mögen K in den (linear eonati^uirbaren) Puneten VVW tretfen. 
Dann ist L{ABC . .) Ä M{ABC . ) ~/\ M{ÜVn¥'. .). Die sieh selbst 
entsprechenden Sti-ahlen Am- Büashel M{ÄBC..)]\ Miö'V'W'..) 
liefern die gesuchten Punete, Fallen nooh ÄA'(U') zusammen, 
so ist einer der sieh selbst entsprechenden Strahlen bekannt 
Die Aufgabe, den vierten gemeinsamen Punct von K und K' 
zu finden, wird linear.*) Die Aufgabe, die Verbindungslinie der 
beiden gesuchten Punete, wenn zwei gemeinsame LM gegeben 
sind, zu finden, wird später linear gelöst, auch dann wenn die 
Curven sich (real) nicht mehr schneiden. 

Aufgabe, Fünf Punete ÄBCDE von einem Punete X aus 
so zu projieiren, dass der Büschel X{ABGDE) dem Elementar- 
gebilde aus fünf Elementen aßy6& projectiv ist. — Der Ort der 
Punete F, f^r die P(ABGD) ~/\ aßyö ist, ist eine Curve zweiter 
Ordnung K, der Ort der Punete Q für die Q{ÄBGE) a ai3/£ ist, 
ist eine Curve zweiter Ordnung K'. K und K haben die Punete 
ABG gemein. Der vierte Sehnittpunct X löst die Aufgabe. — 
Die letzten Aufgaben besitzen dualistische Gegenstücke, deren 
Untersuchung dem Leser überlassen bleibt. 

Aufgabe. Man soll eine CuiTe zweiter Ordnung durch 

*) Herr E. Lange weist in einem Programme (Wisrnai 1693) nach, dass 
die sparsamste Construktion die Zeichnung von 14 Geraden erfordert 
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vier vorgegebene Punete ABCD so legen, daas sie eine Gerade 
g berUhi-t. 

Man verbinde A mit B, B mit 0, welche Liuie </ ia P 
sehneidet, und G mit D, Dann zielie man von P eine beliebige 
Gerade h, welche A£ in U, BC in V sehneidet. Verbindet man 
dann noch DU durch u, AV durch v, welche Linien sich in X 
schneiden, so ist der geometrische Ort aller Puncto X, X', X", X'". ., 
welche man erhält, wenn man h durch Linien h', h", h'". . durch 




P ersetzt, die m{ AB und GB Punete UVTI"'.. bez._F'7"F"'. . 
bestimmen, eine Curve zweiter Ordnung, weil ÜVÜ"..~/\VV'V".. 
ist, und also JMiVf". . ~/\ vv'v". . ist. Sehneidet nun diese Curve die 
Gerade (j in einem Punete X*""* (es giebt im Allgemeinen zwei 
oder keinen solchen Ponot), so bestimmen ABCBX'-'"' die ge- 
suchte Curve, denn g sehneidet (BC) auf derselben Geraden, 
anf welcher sieh v'-"'^ und {BG), und ti<'"> und (AB) schneiden. 
Das Seehsecksechsseit (AB) (BC) (GB) u''"> (/ v'--'^ ist ein Pas- 
eal'sehes. 

Ist die Gerade y die unendlich ferne, so erhält mau die 
durch vier Punete gehenden Parabeln. 

Die dualistische Aufgabe, eine Curve zweiter Ordnung zu 
zeichnen, wenn vier Tangenten und ein Punct gegeben sind, die 
auch Kwei (oder keine realen) Lösungen hat, ist analog zu lösen. 
Wir kommen auf beide Aufgaben von allgemeinerem Gesiehts- 
punete aus später noch einmal zurück. 

Hier noch eine Aufgabe, die auf eine Curve zweiter Ord- 
nung fUhi-t. (Fig. 26, Taf. VII.) Durch eiueu Piinct li werde eine 
Gerade s gezogen, welche zwei gerade Linien aO die sieh in Q 
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sehneiden, in A und B trifft. P sei ein Pimct auf einer Geraden 
*;, QP werde mit p bezeichnet. Der Punet X, der so auf s ge- 
wählt ist, dass PAJiX dem gegebenen Wnrfe jrai^/ projeetiv ist, 
bestimmt mit Q eine Gerade c, für welche pabc 7\ uiaßy ist 
Welches ist der geometrische Ort der Piincte X, wenn F auf g 
läuft? — Die Punete PP'P'. . auf g sind den Geraden cc"«".. pro- 
jeetiv, weil pbca ~/\ jtßya, p'b&a ^ jr^y«, . . ist (vgl. Seite 30), die 
Strahlen cc'c". . sind folglich den Sti'ahlen pp'p". . projeetiv. Die 
Geraden ss's". . [PiPP'P". .)] sind den Puncten PP'P". . perspectiv, 
also ist cc'e"..~/\ss's".., die Punete X liegen auf einer CuiTe 
zweiter Ordnung durch B und Q, auf der auch die Punete (ga) 
(ßi) liegen. 

Der Wurf a'ß'y'd' heisst dem Wurfe aßyd entgegengesetat, 
wenn a'ß'y'ö' ~/\ aßjd" ist und wenn a6"y6 ein harmonischer 
Wurf ist. 

LäBSt man <S in s^--, 6' iu s'C,'.. Übergehen, und sind die 
Würfe aßys, aßy^, . . den Würfen a'ß'y'B', ß'fJ'/'S'i • ■ ''ß^- entgegen- 
ist (SEg..Ä <»'*'£'-■ 

Ist a'ß'y'6's%'. . j\ aßyd"e'%". ., so ist nach der Definition ent- 
gegengesetzter Würfe a.y . 6ä". ss". ££". . ein Gebilde in Involution, 
und also ist deg - - 7\ 6"e%". . J^ ö'b%'. . und mitbin deg . . /\ 6'8%'. . 
Fällt 6 anf a oder y, so f^llt 6" auf a bez. y, und 6' auf «' bez. 
y', so dass ayds^ . . 7\ a'y'd's%'. . ist — Liegen diese projectiven 
Gebilde auf demselben Träger, so kann man nach den sich selbst 
entsprechenden Elementen fragen, und findet sie nach der auf 
Seite 52 gegebenen Methode. Ist im Besonderen aßy6 entgegen- 
gesetzt ßya6' und eonstruirt man die sich selbst entsprechenden 
Elemente X^, der Projectivität aySs . . 7\ ßaö'i'. ., und sind aßy66'. . 
Punete einer geraden Linie, so löst man damit eine Aufgabe, 
welche in der projectiven Geometrie der Aufgabe der messenden 
Geometrie entspricht, eine Strecke nach dem goldenen Schnitt 
zu theilen. Um den gegebenen Punet ß zur Lösung mit verwenden 
zu können, construire man den Punet q>, der von |3 durch ay 
harmonisch getrennt ist, so sind aßyip und aßyß entgegengesetzte 
Würfe, gj" ist ß, rp' ergiebt sieh aus der Bedingung ßyatp' ~/\ aßyrp" 
A '^ßy^i st> dass 91' gleich y sein muss, und man hat nun die ent- 
sprechenden Punete der Projectivitäten ay^ . . /\ ßay . . zu con- 
struiren. 

Es sei aßyry (Fig. 29, Taf VIII) der Durehmesser einer CniTe 
zweiter Ordnung ÄT'^', a sei der Mittelpunct, y der uneigentliehe 
Pnnct desselben, ß und >p seien die Sehnittpimete desselben mit 
K^^'. Um die sieh selbst entsprechenden Punete X/i zu finden. 
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projicirt man (naoli Seite JJ2) die Punete ay<fi . . und die Piincte 
ß(^ . . von einem Punete JV" auf K^^'>, der hier ein Endpunet des 
(i9y) eonjugirton Durciimessera sein mag bez. nacli AB^ . . und 
ßAN. . und sucht die Perapectivifätaaehse dieser beiden Gebilde. 
Die Sehnittpunete P von {AÄ){ßJ^) U.ÄA) ist die Tangente in 
A] lind a von (AS) {ßg)) bestimmen die Perspectivitätaachse, die 
^(2' in L und 31 ti-effen möge. Die Strahlen NL und NM be- 
stimmen auf (t^V) tlie gesuchten Pnncte ^i^. (In der Figur ist 
für Z"*-* ein Kreis nnd für y ein uneigentlicher Punet gewählt, 
damit man die Beziehung zum goldenen Schnitt besser erkennen 
möge. Die Methoden der messenden Gcometiie geben für diesen 
FaH die Beziehung uX = l{\/ 5— 1)«[J.) 



Kapitel III. 
Pol und Polare. Dualität, 

Zieht man (Fig. 19, Taf. V) von einem Pancte Z zwei Se- 
canten rs, die eine Cnrve zweiter Ordnung bez. in den Puncten 
CB, DA treffen, und sehneiden sieh die Geraden AC(v), BD{u) 
in X, AB(p) und CDiif) in Y, so bestimmen XY eine Gerade 0, 
welche die Polare des Punetes Z in Bezng auf die CuiTe .ff<-> 
heisst. Wir beweisen, dass die Lage dieser Geraden s von der 
Wahl der Secanten rs unabhängig ist. Der Sehnittpuuct rjs werde 
mit L, der Sebnittpunet s^ mit M bezeichnet, die Gerade YZ mit 
X. Die vier Geraden peqx durch Y bilden einen harmonischen 
Sti'ahlhlisehel, wie ihre Lage zum Viereck ABCI) lehrt, die vier 
Punete ZCLB und ebenso ZDMA sind harmonische. Daraus 
folgt, dass die Polare s von Z schon dureh eine einzige Secante 
r völlig bestimmt ist, weil sie dnreh den Punet L geht, der dureli 
die harmonische Eigenschaft des Wurfes ZCLB völlig bestimmt 
ist, und dureh den Punet R, in dem sieh die Tangenten h und 
c m B und C schneiden, und es ist die so bestimmte Linie s 
nach dem Mac Laurin'achen Satze genau dieselbe, als die in der 
fi-iiheren Weise durch XY, aiao dureh die beiden Secanten r und 
s bestimmte Gerade. Demnach ändert sieh s nicht, wenn r fest- 
gehalten und s verschieden gewählt wird, oder wenn s fest- 
gehalten und r verschieden gewählt wird, also auch nicht, wenn 
r und s willkürlich genommen werden. 
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Man aagt, der Piinot Z sei von seiuer Polare durch die 
Curve -ff*'' harmoniseli getrennt, und spricht damit aus, daas der 
Sehuittpuuet jeder Seeante dureh Z mit der Polare s dureli die 
beiden Schnittpunete der Seeante mit der Ciirve harmoniseli ge- 
trennt ist. — ÄRe Functe L, die von einein Funde Z Aiwch eine 
Curve sweiter Ordmmg K<-^'> harmonisch getrennt sind, liegen auf 
einer Geraden der Polare des Ftmctes Z. Liegt Z innerhalb K<-^\ 
eo bedecken die Pimete L die Polare ganz, liegt Z aiisaevbalb, so 
bedecken sie nur das Stück der Polare, welches innerhalb K*-^^ 
liegt, zwei Punete L bestimmen aber iu jedem Falle die Polare 
vollständig. 

Sneht mau (Fig. 19, Taf. V) die Polare von X mittels der 
Secanten tw, die Polare von Y mittels der Sceanten pq, so findet 
man, dass die Polare x von X durch YZ, die Polare p von Y 
durch XZ geht. Die Punete XYZ bilden ein Polardreieck, die 
Seiten des Dreiecks sind die Polaren der gegenüberliegenden 
Ecken. — Die Nebeneehen eines einer Oiirve zweiter Ordmung 
eingeschriebenen Viereeics bilden (für diese Curve) ein Folar- 
dreiecJc. 

Giebt es Tangenten vom Punete Z an die Curve K'-'^, 
liegt Z ausserlialb K'-^\ so berühren die von Z an .ff'^' gezogenen 
Tangenten die Curve in den Pnncten, die durch die Polare auf 
ihr bestimmt werden. Denn fallen von vier harmonisehen Puncten 
zwei zugeordnete in einen Punct zusammen (fallen die Schnitt- 
punete einer Seeante zusammen, so dass sie Tangente wird), so 
muss auch noch ein dritter Punct des harmonischen Wurfes (der 
Sehnittpnnet der Seeante mit der Polare) auf diesen Panct fallen. 
Aehnlieh ergiebt sieh, dass die Polare eines Punetes der Curve 
selbst die Tangente in diesem Punete ist. 

Die Polare eines Punetes in Bezug auf eine Cui-ve zweiter 
Ordnung, die durch fünf Punete gegeben ist, lässt sich linear 
constrniren. Die Punete ÄBCBE mögen die Curve K*^'^ be- 
stimmen, Z sei der Punet, dessen Polare gesucht wird. Man 
ziehe ZA, ZU. Die Punete A'B', in denen die Curve von den 
beiden Secanten noch getroffen wird, liefert der Paseal'sche Satz 
linear. Man ziehe die Geraden AB', A'B, die sieb in X, und 
ziehe die Geraden AA', ÜB', die sich in Y sehneiden mögen. 
Die Punete XY bestimmen die Polare s von Z. 

Die Aufgabe, von einem Punete Z ans die Tangenten an 
eine CuiTe zweiter Ordnung zu ziehen, lässt sich auf die zurück- 
führen, die Sehnittpuncte einer Geraden, nämlich der Polare von 
Z mit der Curve zu bestimmen. Beim Zeichnen von ' 
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ist die Pülaronmctliode aiieli dann von practisehem Nutzen, wenn 
die Curve vollständig (eontinnirlich) gegeben ist. 

Ist X ein Punct der Polare s von Z, der innerhalb /f ' 
liegt, so geht die Polare von X durch den Punct Z. Denn die 
Polare von X enthält alle PuDcte, die von X durch die Carvo 
haiTnoniseh geti-ennt sind, also auch den Punet Z. — Liegt Z 
ausserhalb X'^> und ist X ein Punct der Polare innerhalb, so geht 
die Polare von X durch Z, weil wieder die Gerade XZ von der 
Curve in Puncten getroffen wird, die harmonisch durch XZ ge- 
trennt sind. — Liegt Z ausserhalb K*^' und ist Y ein Punct der 
Polare s, der auch ausserhalb liegt, so ziehen wir (Fig. 19, Taf. V) 
von Y die Secante YBÄ{p), und dann die Secanten ZÄ, ZB 
die die CniTe bez. noch in _D und C treffen. Alsdann müssen 
sieh die Geraden {CD), (AB) auf der Polare s von Z schneiden, 
und da s, und (AB) nur den Punct Y gemein haben, so muss 
anch {CD) durch Y gehen. Schneiden sich (BD) und (CA) in 
Xf so liegt X auf s und XYZ bilden als Nebenecken eines K^^' 
eingeschriebenen Vierecks ein Polardreieck. Die Polare y von 
Y, die Gerade YZ geht durch Z. Also allgemein: Liegt ein 
Punet X auf der Polare von Z, so geht die Polare von X durch 
Z, unabhängig von der Lage dieser Punete innerhalb oder ausser- 
halb K<^>. 

Nennt man zwei Puncto FQ eonjiigirt, wenn der eine auf 
der Polare des andern liegt, so folgt aus den voraufgehenden 
Betrachtungen der Satz: Ist ein Punct F einem Punete Q con- 
jtiyirt, so ist auch Q dem Ftmcte F conjugirt. 

Für den Fall, dass P und Q ausserhalb K*^^ liegen, wollen 
wir noch einen Beweis dieses Satzes erbringen. — Q liege (Fig, 27, 
Taf. VII) auf der Polai-e p von F. Es giebt, weil F und Q ausser- 
halb liegen, von P und Q Tangenten an Ä"i^>, die bez. mit ab 
und eä bezeichnet werden mögen, p geht durch die Beiührungs- 
pnnete AB der Tangenten ah. Ein Punct der Polare von Q wird 
gefunden, wenn man eine Secante jj(j1B} von .i^ an die Curve 
legt und den Schnittpunct der Tangenten ab in AJB bestimmt. 
Dieser Punct ist der Punct P, er liegt auf der Polare von Q. 
Die Polare ([ von Q geht ausserdem durch die Berührungspuncte 
CD der Tangenten cd von Q an die Curve. 

Von den Ecken eines Polardreieeks liegt eine innerhalb, 
zwei ausserhalb K'^^K Liegt eine Ecke, etwa X, innerhalb, so 
giebt es von ihr aus keine Tangenten an die Curve, die Polare 
trifft also die Curve nicht, sie liegt ganz ausserhalb. Die beiden 
andern Ecken liegen auf ihr, sie liegen also ausserhalb. 



y Google 



59 

fliesst, dass nidit mein- als eine Ecke innerlialb liegen kann. Liegen 
aber zwei Ecken, etwa YZ, aiisserlialb, so kann ibre Verbindungslinie 
X die CuiTe £"<*' niebt treffen, weil sonst XF durch die Solinittpnncte 
(harmonisch) getrennt sein müssten, also nicht beide ausserhalb 
liegen könnten. Es muss demnach x die Polare eines Punetes inner- 
halb K'^ sein, so daas also die dritte Ecke innerhalb liegen muss. 

Es sei J?«**' ein Büschel zweiter Ordnung, der sieh auf die 
Curve .ff<ä' stutzt. Wählt man (Fig. 19, Taf. V) auf einer Geraden 
s zwei Punete U und S, durch welche die zn .B*^' gehörenden 
Strahlen, oder die Curventangenten öc und ad, gehen, so be- 
stimmen die Scbnittpunete hc(F), M(U) eine Gerade x, die 
Schnittpuncte ah{F), cd{Q) eine Gerade y, die sieh in Z{x'j) 
schneiden. Z heisst der Pol der Geraden ^ in Bezng auf den 
BUsehel S'*' oder in Bezug auf dessen Sttttzeurve AT'^*. — Die 
Punete FZQX sind harmonische wegen ihrer Lage im Vierseit 
abcd, also sind auch die Strahlen l^cl harmouisehe, wenn (HZ) 
mit l bezeichnet wird. 

Der Pol ist von der Wahl der Puncto HS unabhängig, er 
ist schon durch 7? allein völlig bestimmt. Denn nach dem Mac 
Laorin'seben Satze (Seite 45) geht die Verbindungslinie BC durch 
den Pol, und da er ausserdem von L(rx) durch BC harmonisch 
getrennt ist, so ist er eindeutig bestimmt. Hält man daher zu- 
erst R fest, und lässt S auf s laufen, so bleibt Z unverändert, 
hält man sodann in irgend einer Lage S fest und lässt E laufen, 
so bleibt Z derselbe Punct. 

Man sagt die Gerade s sei von ihrem Pol Z harmonisch 
durch B'^> oder K'-^* gcti'ennt, und spricht damit aus, dass jeder 
Pimet F auf s, durch welchen zwei Strahlen des Bliechels B'^\ 
oder was dasselbe ist, zwei Tangenten an K*^^ gehen, als Träger 
eines harmonischen Büschels angesehen werden kann, in dem 
die Tangenten zugeordnete Strahlen sind, und die Gerade js 
nnd die Gerade FZ die andern zugeordneten Strahlen sind. — 
Alle geraden lAnien, die durch .B"' oder Ä"<^' von einer Geraden 
s IvwmmAsch getrennt sind, gehen durch einen Funct, den Pol von 
s. Liegt s ganz ausserhalb K^^\ d. h. trifft z die Curve K*-^^ 
nicht, so bilden die von s durch K''^> harmonisch getrennten 
Geraden einen vollständigen Büschel, triift aber die Gerade s 
K'-^l 80 bedecken jene Geraden nur denjenigen Tbeil des Büschels 
mit dem Träger Z, der zwischen den beiden Tangenten durch 
Z und ausserhalb K'-'^^ liegt. 

In der Mae Laurin'sehen Conüguration (Fig. 19, Taf. V) ist 
X der Pol von x, Y der Pol von y. Die Geraden xys bilden 
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ein Polardreiseit, die Ecken smd die l'wle dei gca;emil)ei liegenden 
Seiten, Man gewinnt darans den Satz Die Nebuiboilcn eines 
einer Ckme ssweiter Ordnung umseht lebenou, odet , uas dasselbe 
ist, eines aus vier Strahlen eines Büschels £^^^ yebiMtten Vitrscits, 
hilden ein Polardreiseit 

Nach den Mac Lauiin'sclitn Sätzen iibei dia euigi-schnebene 
Viereck und das in den Ecken nmschiiebene Vieiseit itt das 
Dreieck XYZ und das Dreiseit xi/si ein und dieselbe Figui Daraus 
folgt: in einem Folat dt eitel sind die Eclen die Folo der gegen- 
iiheiiiegenden Seiten, und die Seiten die Folaitn da gegenüber- 
liegenden Ecken. Und zweitens hf p du Polaic loti P, so ist 
P der Pol von p. 

Zwei gerade Linien hcisaen fUi einen Eliscbel B ^> oder 
dessen Stützcnrve K*^* eonjngiit, wenn die eine den Pol der 
andern enthält, 

Ist eine Gerade p eiiia (inaden q ionjU(/iit so f>t auch 
q p conjugirt 

Wir kfjnnen den Beweis dieses Satzes, der dem von den 
eonjugii-ten Piineten dualistisch gegenübersteht, unterdrücken, 
weil er dem Beweise jenes Satzes ganz analog ist. 

Aufgabe. Den Pol einer Geraden e zu consti-uircn, wenn 
Ä"'^' dureb fünf Tangenten oder durch filnf Puncte gegeben ist. — 
Es seien a^cäe die fünf Tangenten, durch die Puncte (ß?) (hs) 
gehen noch die Tangenten «', b', die der Brianchon'sebe Satz 
linear liefert. Hat man diese gezeichnet, so eonstruire man die 
Geraden Im so, dass ala% Imih'i: hai-monisebe Büschel sind. Der 
Schnittpunct {Im) ist der Pol von s. Sind aber fünf Punete ge- 
geben, so eonstiiiire man zu zwei Puncten XY von s die Polaren 
Mj (Seite 57), ihr Schnitt ist der Pol von n. Wollte man erst 
zu den fünf Puncten mit dem Pasearschen Satze die fllnf Tan- 
genten conetruiren, so würde man eine complicirtere Lösung er- 
halten. 

Die Polaren der Punete einer Geraden gehen durch einen 
Punet, den Pol der Geraden, denn er ist allen Puncten der Ge- 
raden conjugirt. 

Die Pole aller Geraden durch einen Punet liegen auf einer 
Geraden, der Polare des Punetes, denn sie ist jeder Geraden 
durch den Punet conjugirt. 

Die Polaren der Punete einer Tangente gehen durch den 
Bei-iihrungspunct, er ist der Pol der Tangeute, Die Pole der 
Geraden durch oineu Curvcnpunet (durch einen StUtzpunet des 
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Büsetels i?<^>) liegen Jinf der Tangeute dieses Fmictes, sie ist die 
Polare des CuiTeiipunctes. 

Zu einem Punete Ä giebt es auf einer Geraden h durch 
diesen Puuet nur einen ihm eonjugirten, es ist der Schnittpuuet 
der Polare a von A mit b. Ist A ein Curvenpunut, so ist der 
A auf einer Geraden b conjugirte A seihst, nur weuu h die Tan- 
gente ist, so ist A allen Puneteu von h eoajugirt. 

Durch einen Punct B auf einer Geraden a giebt es im 
Allgemeinen nur eine a conjugirte Gerade, die Verbindungslinie 
von B mit dem Pol A von a. Ist a eine Tangente, so liegt ihr 
Pol auf ihr, und die B conjugirte Gerade ist a selbst Ist aber 
B der BerUhrungspunct, ho iet der Geraden a jede Gerade durch 
B coDJngirt. 

Die Panete einer Cnrve /iT*^' sind sieh selbst eonjugirt, und 
sieh selbst conjugirte Punete sind Cui-venpuncte. Die Strahlen 
eines Büschels B^^'> oder die Tangenten seiner Stüfzeurve K'^> 
sind sieh selbst eonjugirt, und sieh seihst conjugirte gerade Linien 
sind Strahlen von B'-'"' (Tangenten an K^^>). 

Die Aufgabe, die Punete zu finden, die von einem gegebenen 
durch eine Cnrve zweiter Ordnung harmonisch getrennt sind, iHsst 
eine natürliche Erweiterung zu zu der Aufgabe: 

Legt man (Fig. 28, Taf. VII) durch einen Punct F Seeanten 
SS|S2 . . an eine Curve X"^^' zweiter Ordnung, die die Cnrve bez. 
in AB, A^Bi, Ä^B^, . , treffen, so soll der Ort der Punete XX^^X^ . . 
gefunden werden, wenn ABPX, AiB^FX^, A-iB^PX^,.. einem 
gegebenen Wurfe aßyö projectiv sind. Auf jeder Secante wird 
es zwei Punete X geben, weil AB mit einander vertauscht werden 
können. — Die projectiven Gebilde ABPX, A,BiFXi . . sind zu 
je zweien einander perspectiv, weil sie den Punct P entsprechend 
gemein haben. Also gehen die Geraden {A/jAt^, {B/tBy), {X^Xv) 
durch einen Punet, und zwar, weil A/iArB/iBv ein eingeschriebenes 
Viereck ist, durch einen Punet der Polare p von F. Daraus folgt, 
dass Aft(ÄA,A^ . .) Ä 3:/.(XXiXj , .), AviA.A^A, . .) Ä Xv{XXyX^ . ) 
ist, weil sieh die entsprechenden Strahlen auf einer Geraden 
sehneiden. Weiter ist Aii{AAiA'i . .) 7\ AviAA^Ai . .), weil AA^A^ . . 
AfiAv . ■ Punete einer Cui-ve zweiter Ordnung sind, und folglieh 
ist X,A{XX^Xi.)J\Xv{XX^Xi.). Der Ort der Punete X ist 
demnach eine Curve zweiter Ordnung ^'^l Trifft j> die Curve K'^'', 
so sind die durch diese Punete gehenden Seeanten s Tangenten an 
K'-^'> und S<^', die Curven berühren sich doppelt. Denn während es 
auf jeder Secante s zwei Punete X gieht, so giebt es auf diesen 
beiden (Z<^' berührenden) Geraden durch P nur einen Punct X 
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Dualistisch hierzn hat man den Satz, Bestimmt man in 
jedem Pnncte einer Geraden p die beiden Strahlen ab eines 
BUsehels ^<^>, die dureh ihn gehen, und eonsönirt man die Ge- 
rade X so, dass ab^yx einem gegebenen Wurfe aßyd projeetiv sind, 
so lieg'en die Geraden !r in einem Blisehel zweiter Ordnung. 
Liegen auf j) StUtzpuncte des Büschels .B*^', so beiilhren sich die 
Stlitzeurven der beiden Büschel doppelt 

Die Funde einer Geraden y sind ihren Polaren projecUv, 
und die Strahlen eines linearen Büschels sind ihren Polen pro- 
jecHv. 

Dass die Polaren der Punete von p einen linearen Büschel bilden 
mit dem Pol Y von p als Träger, wissen wir. Sind nun ÄUG. . 
Puuete auf p und ahc . . ihre Polaren, so bestimmen diese die ihnen 
eonjugirten A'B'C. . auf p. Trifft p die Cnrve in den Puneten 
LM, so sind LAMA', LBMB', LCMC, . . Larmonische Reihen, 
und folglich (siehe Seite 22) ist ABC . . J^ A'BV . . Trifft aber 
p die Curve X<=> nicht, so hat man (Fig. 3Ü, Taf. VIII) identisch 
YiQCEVPHVi . .) ^^ Y{QDSUSiUi . .) worin BIt,B.^.., FF|Fj . „ 
S8182.., UU,Ui,. dadurch entstehen, dass T durch T1T2.. anf 
y ersetzt wird, wodurch a in «,0-2 . ., i in bih^ . . Übergehen. Nun 
sind die Punetreihen QDSUStUiS^Ui.., CQVBViB,ViJii . . ein- 
ander projectiv, weil sie auf zwei festen Tangenten durch eine 
bewegliehe bestimmt werden. Folglich ist Yi^CEfBifi ■ ■) A 
YiCQrEViBi . .). Es sind aber die Geraden YQ, YC, YB, YV, 
YBi, FF,,, bez. den Geraden YC, YQ, YV, YB, TFi, YB,.. 
eonjugirt, weil sie Nebenseiten von K'^* umschriebenen Vierseiten, 
also Seiten von Polardreieeken sind, deren dritte Seite p ist Die 
conjngirten Geraden durch Y bestimmen auf y eonjugiiie Piinete, 
folglich sind auch die letzteren einander projectiv. 

Die Sätze, conjugirte Gerade durch einen Punct stehen in 
projeetiver Beziehung zu einander, und conjugirte Puncto auf 
einer Geraden stehen in projeetiver Beziehung zu einander, be- 
deuten dasselbe als die eben erwiesenen. 

Dass auch die Punete einer Tangente ihren Polaren projectiv 
sind, ist bereits auf Seite 46 nachgewiesen. 

Dui-ehläuft ein Punct eine Curve zweiter Ordnung K'-^\ so 
durchlaufen die Polaren dieses Punctes, gebildet tUr eine Cuitc 
zweiter Ordnung S, einen StrahlbMsehel zweiter Ordnung JB<^>. — 
Denn projicirt man die Curve jf'*' von zweien ihrer Punete SS' 
durch die Büschel S {ABC . .) Ä S' {ABO . .) so gehen die Polaren 
von ABC . . durch die Pole der Geraden SA, SB, SO, . . auf der 
Polare s von S und durch die Pole der Geraden S'A, S'B, S'O, . . 
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anf der Polare s' you S', und die Pimeh-eiheu auf s und s' sind 
einaDder projectiv. Die Polaren al/c . . ss'.. von ABC.. S8'.. in 
Bezug auf S bestimmen auf zweien unter ihnen, anf ss', projeetive 
Punetreihen , bilden also einen Büsebel zweiter Ordnung B<^>. 
Dieser Büschel kann der PolavbUscliel von /f <^' in Bezug auf S 
genannt werden, und die Stiltzeurve ^'^' des Blisoliels 5**' kann 
die Polareurve von K*^ genannt werden. ~ Ebenso bilden die 
Pole eines Büschels B^^', gebildet für eine Curve S zweiter Ord- 
nung, eine CiUTe zweiter Ordnung, die die Polareurve von 7f'*\ 
und deren Tangentenbüscbel der PoIarbUsehel von B*^' genannt 
werden kann. 

Bilden wir zu jedem Puncte seine Polare, zu jeder Geraden 
ihren Pol für eine bestimmte CuiTC S zweiter Ordnung, so ent- 
sprechen geraden Punetreihen Strahlen durch einen Punct, har- 
monischen Functen harmonische Strahlen. Es entsprechen Geraden 
durch einen Punct Puncto auf einer Geraden, hannonisehen Strahlen 
harmonische Punctc, einem Wurfe von vier Strahlen entspricht 
ein ihm projectiver Wurf von vier Puncten. Einem n-Eck ent- 
spricht ein M-Seit, den Nebeneeken entsprechen Nebenseiten. 
Projectiven Büscheln entsprechen projeetive Punetreihen, projec- 
tiven Punetreihen projeetive BUschel. Ist irgend eine Configuration 
gegeben, bestehend aus Puncten, Geraden, linearen Büscheln, 
geraden Puneti-eihen , Curven zweiter Ordnung, Büscheln zweiter 
Ordnung, Tangenten, Stiitzpuncten, Polen und Polaren, conjugirten 
Puncten oder eonjugirten geraden Linien für eine Curve zweiter 
Ordnung K'^'^, so erhält man dadurch, dass man mittele der Curve 
S diese Configuration so zu sagen abbildet, in dem man zu jedem 
Puncte die Polare , zu jeder Geraden den Pol in Bezug auf S 
eonsti-uirt, eine neue Configuration, bestehend aus Geraden, Puncten, 
geraden Punetreihen, linearen Büscheln, Büscheln zweiter Ord- 
nung, Curven zweiter Ordnung, StUtzpuncten, Tangenten, Polaren 
uüd deren Polen, eonjugirten Geraden und eonjugirten Puncten 
für die Polarcurven S'*' von K*-^', und alle projectiven Eigen- 
schaften der ersten Configuration finden sich in der zweiten 
wieder, weil eben projectiven Gebilden projeetive im Bilde ent- 
sprechen. Es ergiebt sich hieraus, dass die dualistisch gegen- 
überstehenden Sätze, die wir fortlaufend bisher nebeneinander 
stellten und bewiesen , eines solchen doppelten Beweises nicht 
mehr bedürfen. Alle projectiven Aussagen, die Über die eine 
Configuration beigebracht werden, lassen sich ohne weiteres dua- 
listisch umsetzen und gelten für die abgebildete Configuration, 
wenn sie für die Muttereonfiguration gelten. Dies ist das auf 
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Seite 7 schon augekündigte Princip der Dualität. Dnalistiseli 
gegenüberstehende Configiiraiioueii werden znweileu auch als 
reeiprok verwandt hezeiehnet. 

Die CniTe zweiter Ordnung, auf die sich eine dualistigehe 
Verwandtschaft stützt, wird auch die Keracurve des Polarsystems 
genannt, welches mit der Verwandtscliaft identiscli ist. In einem 
Polarsystem sind die Puncto der Ebene den Geraden derselben 
Ebene so zugeordnet, dass jedem Pnnete eine Gerade (Polare), 
jeder geraden Punetreihe ein StrahlbUsehel oder dessen Trager, 
der Pol des Trägere der Punctreihe entspricht. Die Strahlen 
des Büschels sind den Puncten der Reihe projeetiv zugeordnet. 
Fi-agt man nun, ob in einer solchen duaUstisehen Vei-wandtsehaft 
nothwendig eine Keracurve, eine Curve zweiter Ordnung, vor- 
handen sein mnss, deren Punete und Tangenten sieh in dieser 
Verwandtschaft entsprechen, — eine Frage, deren vollständige 
Untersuchung im Kahmen dieser Sehrift nicht Platz haben wird — 
so erhält man eine verneinende Antwort. Eine dualistische Ver- 
wandtschaft wird dann ein Polarsystem genannt, wenn stets der 
einer geraden Punctreihe zugehörige Strahlbttsehel mit der Punct- 
reihe iiivolutoriseh liegt, d. h. wenn die Polare a eines jeden 
Punetes A auf einer Geraden g auf dieser Geraden einen Punct 
A' bestimmt, dessen Polare a' durch A geht. Selbst ein solches 
Polarsystem besitzt nicht immer eine Kerncurve, wenigstens nicht 
immer eine reale. Das Polarsystem kann aber dazu benutzt 
werden, ideale Cuiven zweiter Ordnung zu definiren. Solehe 
ideale Gebilde werden später besprochen werden. Ich begnüge 
mich, das Vorhandensein dieser Frage angedeutet zu haben, 
eine vollständige Discussion derselben liegt nicht in meinem 
Plane. — 

Legt man durch einen Punct P Secanten sSiS-j . . an eine 
Curve zweiter Ordnung K'-^\ die diese bez. in AS, AiB^ A^B-^ . ., 
eine Gerade g aber in den Puncten YYyY^ . . treffen, und bestimmt 
man die Punete XX,Xi . . so, dass die Würfe AXBY, AyX^B^Yu 
A^X^B-iY^ . . harmonische sind, so liegen die Punete X auf einer 
Curve S'^' zweiter Ordnung, die durch P geht. — Denn (Fig.Sl, 
Taf, VIII) X liegt auf der Polare p von Y, Xi auf der Polare t/, 
von r, , X2 auf der von Y^ u. s. w. Die Polaren pi/iyi ■ ■ gehen 
durch den Pol G von g und sind der Puneti'eihe YYiY^ . . pro- 
jeetiv, uud da diese Keihe den Strahlen ss^Si . . perspectiv liegt, 
so ist ssiS-i ..'/\yy,yi.., die Schnittpuncte XXiJXj,. der ent- 
sprechenden Strahlen dieser Büschel liegen auf einer Curve zweiter 
Ordnung, die die Punete P und G enthält. Trifft die Polare 
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p von P, und trifft die Gerade g die Curve Ä®, so sind diese 
Linien gemeinsame Sehnen der Curveu Ä"'^' und ß'^'. 

Liegt F ausserhalb ^'% 80 hat S<^' auch Piinete auf Ge- 
raden s durch F die -fiT*^' nicht ti-effen. Die Punete X mlisaen 
dann aher (eo lange nicht harmonische Würfe mit idealen Ele- 
menten eingeführt sind) anders definict werden. Ein Punet X ist 
dann der Punet auf der durch P gehenden Geraden s, der dem 
Sehuittpunet Y(gs) für die Curve K*^^ eonjugirt ist. 

Das Princip der Dualität liefert den Satz: Bestimmt man zu 
jedem Strahle yyiy^ . . eines linearen Büschels G die Strahlen 
xx^Xi.., die sich mit yt/iy^-- bez. auf einer Geraden jp sehneiden, 
und ihnen für eine Curve ^'^> eonjugirt sind, so liegen die Strahlen 
X in einem Büschel S8'^>j sind Tangenten einer Curve zweiter 
Ordnung W-^K 

Die Faare xy coti^ugirter gerader lAnien dmrch zwei Functe 
P und Q schneiden sicfi mif einer Ctirve zweiter Ordnung, äie 
die Funete F und Q enthält. — Denn die Pole der Geraden x 
sind diesen Geraden projectiv, liegen in einer Geraden und sind 
den Geraden y perspectiv. Also sind die Strahlen x den Strahlen 
y projectiv. Soli die Gerade FQ sich selbst entsprechen, so 
müssen FQ auf einer Tangente liegen. — Die Dualität giebt 
den Sat£: 

Die Farne einander eonjugirter Functe XY auf mvei Geraden 
pq iestimmen durch ihre Verbindtmgslinien einen Büschel sweiier 
Ordnung. — Der Büschel artet aus, wenn sieh pq in einem Punete 
der Curve sehneiden für die XY eonjugirt sind. 

Die Geraden x, die eine Curve £<^' und ein Geradenpaar 
gg' in harmonischen Puncten schneiden, so dass die Curvenpunete 
zugeordnete sind, stützen sieh auf eine Curve zweiter Ordnung, 
■ — Denn sind ABC. . Punete auf g und treffen die in Bezug auf 
^f*> construirten Polaren ahc . . dieaer Punete die Gerade g' in 
den Pnneten A'B'O.., so sind die Geraden AA', BB', CO,., die 
verlangten Geraden x, und da ABC . . ~/\ A'BC . ist, so erzeugen 
sie einen Büschel zweiter Ordnung. — Der dualistische Satz 
lautet: Die Punete X, in denen die Tangenten an eine Curve 
Ä"'^' und die Geraden XG, XG', wenn GG' gegebene Pnnete sind, 
harmonische Büschel bilden , liegen auf einer Curve zweiter 
Ordnung. 

Lehrsatz. Zwei Breiecke, die in Bezug auf dieselbe Omve 
zweiter Ordnung Polardreiecke sind, bilden ein PascaVsches Sechs- 
eclcsecksseit und ein Brianchon'sches Seehsseitseehseck, sie sind einer 
Curve zweiter Ordnung eingeschrieben und einer andern umschrieben. 
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Beweis. Der Pol von {SA') {Fig. 32, Taf. VIII) liegt auf 
der Polare von Ä', auf (S'B'), also projieirt (S'B^ den Pol von 
{SÄ'), oder {S'B') und {SA') sind eoujugirt. Ebenso sind {SA) 
und (S'B) eonjugjrt. Demnach ist S{ÄBA'B')'/^ S'{BÄB'A')~/\ 
S'{ABA'W), also ist S{ABA'B') Ä S'{ABA'B'). Die Panete 
SS'ABA'B' liegen auf einer Cui-ve zweiter Ordnung. Der zweite 
Theil des Satzes folgt aus dem Prineip der Dualität von selbst. — ■ 
Wichtig ist auch die UmkehruDg dieses Satzes, der Beweis der- 
selben muas jedoch verschoben werden. 

Wir fanden (auf Seite 51) dass zwei projeetive Puuetreihen 
ABG.., A'B'C. auf einer Curve zweiter Ordnung AT« eine Per- 
speetivitätsaohse besitzen. Hingegen gehen die Verbindungslinien 
entsprechender Punete nicht durch einen Punet, sondern sie stützen 
sich im Allgemeinen auf eine Curye zweiter Ordnung ^<*' und 
gehen nur in besonderen Fällen durch einen Puuct, in denen sie 
perspectiv oder involutorisch liegend heissen. — Ist g (Fig. 33, 
Taf. VIII) die Perspectivitätsachse , so schneiden sich die ent- 
sprechenden Strahlen der Büschel A {A'B'C.), A'{A^C..) auf 
ihr in Puncten aßy ■ ., und es ist, wenn LL' beliebige Punete auf 
ÄT'^J sind, L {A'B'C. :)~^L' {ABC) -/\aßy.. Sind aber iL' ent- 
sprechende Punete der kniramen projectiven Puneti'eiben, so 
schneiden sieh auch die entsprechenden Strahlen der Büschel 
L'{ABC..), L{A'B'C'.) auf g in Puncten a'ß'y'.. und es ist 
aßy . . ~/\ a'ßY . . Werden die Verbindungslinien AA', BB", CG'.., 
LL', M.M'.. mit ahc. Im., bezeichnet, so sind a'ß'y'.. und die 
Sehnittpunete {la){lb){le),. . als Nebenecken X*^' eingeschriebener 
Vierecke conjugirte Punete, Es ist also a'ß'y'. . '/{ l{abc . .) ~/\ aßy . . 
Aus gleichen Gründen ist m(ahc . .) 7\ aßy . ., und demnach l{ai>c . .) A 
m{abc.). Also bestimmen die Verbindungslinien entsprechender 
Punete auf zweien unter ihnen projeetive Punetreihen, sie bilden 
einen Büschel zweiter Ordnung, w. z. b. w. 

Sind die Punetreihen ABG.., A'B'C. auf K'^' perspectiv, 
so sei G das Perspeetivitätseentnim (Fig. 34, Taf. VIII), es ist 
der Pol der Perspectivitätsachse g. Bildet man den Büschel 
G{AA'BB'..) und den Büschel GiA'AB'B..), so sind beide 
identisch. Folglich ist die projeetive Verwandtaehaft eine solche, 
dass AA'BB'GG'. . ~/\ A'AB'BC'C . . ist, die Punete liegen, wie man 
sagt, involutorisch, ein Begriff, der uns im nächsten Kapitel be- 
schäftigen wird. — Sind zwei krumme Punetreihen ABC.., A'B'C. 
einander so projectiv, dass ÄBCA'B'C . /\ A'B'C ABC . ., oder 
wie man lieber sehreibt, ist AA'BB'GG' . . 7\ A'AB'BCG . ., so sind 
die Gebilde perspectiv. Denn die Geraden {AB') {A'B) sehneiden 
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sieb auf der Perspeetivitätsaehse g, und die Geraden {AB) {A'B') 
ebenfalls. Daraus folgt, dase die Geraden [AA'] {BS') dureb den 
Po! der Perspeetivitätaacbse gehen. Also die Verbindungslinien 
aller Paare entsprecbender Punete gehen dnrch einen Fnnet, den 
Pol G der Perspectivitätsacbse g. — Piojicirt man von einem 
Pnncte G ans die Punete einer Cuive zweiter Ordnung K*-^, und 
treffen die Projectionsetrablen die Curve in ÄA', BB', CG', . . so 
iat ABC . . A'B'O. . Ä A'Ji'C . . ABC . . oder AA'BB'CC. . Ä 
A'AB'BC'C. Denn die entspreobenden Sti'ablen der Büschel 
A{A'B'C'.. ABG.), A'{A£C.. A'B'O'.) aebneiden sieh auf der 
Polare g von G, — so eonstruirt man ja die Polare — also auf 
einer Geraden, sie sind perspectiv, also sind die krummen Punct- 
reiben einander involutorisch projeetiv, sie sind einander per- 
spectiv. — Unter den Strahlen AA, A'A' hat man die Tangenten 
in diesen Puncten zu verstehen. 

Projieirt man (Fig. 35, Taf. VIII) die Panete ABCD . . einer 
Curve zweiter Ordnung ^'^' auf die Punete J-iBiCiö, . . derselben 
Curve von G aus, und diese nach AiBiPiD-i . . von G^ aus, diese 
nach A-iB-iCiD'i . . von G2 aus u, b. w., die Puncto A„B^G„I)„.. 
von G„ aus auf die Punete A'B'C'D'. . der Cni"ve ^'^*, so sind 
die Punctreiben ABOI) . ., A'B'G'I)'. . einander projeetiv, was 
nicht erst bewiesen zu werden braucht Soll der Punct X der 
Reihe ABCB . . so gewählt werden, dass der entsprechende Punct 
X' der Reihe Ä'B'G'. . auf X selbst fällt (Aufgabe des Ottajano), 
so hat man in der projectiven Vei-wandtsehaft J.BC. , 7\ -^'-ß'C'. . 
die sieh selbst entsprechenden Elemente zu suchen, d. h. man hat 
die Schnittpuucte ihrer Perspectivifäteachse mit der Curve ^^' 
zu bestimmen. Beträgt die Zahl der Punete G mehr als drei, so 
wird man zu verschiedenen Resultaten kommen, wenn man die 
Punete verschieden nnnierirt In besonderen Fällen können die 
Punete A'B'C'.. auf ihre entsprechenden fallen, dann hat die 
Aufgabe unendlich viele Lösungen. Es liegen dann AUG.. und 
J.„JJ„C„ . . perspectiv. FUr den Fall, dass drei Punete G gegeben 
sind, ist diese Aufgabe, also die Aufgabe: Ein Dreieck zu zeichnen, 
dessen Seiten durch die drei Punete GG'G" gehen, und dessen 
Ecken auf einer Curve jff'^' liegen, die zwei Lösungen hat, in 
Fig. 36, Taf. IX gelöst. 

Projicii-t mau (Fig. 37, Taf. IX) von G aus die Punete 
ABG.. nach A^Bß^ . ., A,B,Ci . . von G^ aus naeh AiB-iC^ . . auf 
K'^^% und liegen ABC . ., A^B^d . . perspectiv, so bilden die Per- 
speetivitätscentren — aueh Involutionscentren genannt — GG^G^ 
ein Polardreieek für K'^'K Denn projieirt man von G den Punet 
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Ai, von Gl den l'unet A, so treffe G,A die Chitg in a. Pro- 
jieirt man diesen Punct von Cr und geht (Ga) durch A^, so muss 
G1A3 durch ^i gehen nach der Voraussetzung, also niKas Jj 
anf Ai fallen. Es bilden Aia ein Paar in den projeetiven Reihen 
ABC, A^SiC^-. Die VerhindungslinJen (-4-4j)(ß^|) liefern das 
Perspectivitätacentram G-i der kmnimen Reihen ABC . ., A-iB^C^ . . 
uud da GGiGi Nehenecken eines eingeaehriehenen Vierseits sind, 
so bilden sie ein Polardreieck. 

Umgekehrt, sind GGi eonjugirte Puncte, so liegen die Punet- 
reihen ABC.., A-iB-iCi.. perspectiv, wenn {AA^){BB^.. durch 
G, [A^Ai) {BiB-i) . . dureh G, gehen. Denn zieht man die Geraden 
GAAi, A^AiGf, A^aG, Aar, wo F der Schnitt von (Aa) mit 
(AiAi) ist, so sind G und F eonjugirte Punete als Nehenecken 
einea eingeschriebenen Viereeks. Dem Punete G ist aber auf 
A1A2 nur ein einziger Punct conjugirt, der nach Voraussetzung 
Gl ist, ea muss demnach F auf G^ fallen, AaG^ liegen in einer 
Geraden. Dem Punete A entspricht der Punet A^, und dem 
Punete A^ entspricht der Punet A. Ebenso entspricht B B^ und 
B2 B u. s. w. Es ist AAiBB.CCi . . a A^AB-iBG/J . ., dieae Ge- 
bilde sind demnach einander perspectiv. Die Ottajano'sche Auf- 
gabe wird unbestimmt, wenn die drei Punete, durch die die 
Seiten eines einer Ciirve zweiter Ordnung eingeaehriehenen Drei- 
ecks gehen sollen, ein Polardreieek für diese bilden. 

Liegen auf einer Curve .K^*^' zwei projeetive Puneti'eihen 
ABC . . ~/\ A'B'C' . . so lassen sieh die Punete aßy . . auf unendlich 
viele Arten eo wählen, dass gleichzeitig ABC . . X aßy . . ~/\ A'B'C. . 
ist. — Man wähle a (Fig. 88, Taf IX) willkürlich und bezeichne 
{aA) mit a, {aA') mit «'. Projiciri; man von den entsprechenden 
Puncten B und B' aus die Punete XX'X". . der Curve -£''^> nach 
A^^Ax-A^" . . auf a und nach A'^^A'xA'^ . . auf a', so ist A^A:cAj,~ . . 
Ä A'-rA'x-A'x'- ■ ; und a iat in diesen Reiben ein sich selbst ent- 
sprechender Punet, so dass sie perspectiv sind. Projicirt man 
A^A^ .. von G anf K*^' nach YTY". . auf X^^i, A'^A'^- . . von dem 
entsprechenden Punct C nach ZZ'Z". . auf .S""*, so ist IT. . 7\ 
ZZ'. ., und der Punct a ist wieder ein sich seibat entsprechender 
Punet in diesen Reihen. Ist y der zweite eich seihst entsprechende 
Punct dieser krummen Reihen, so liefert Vy auf einen Punet 
G, von dem AUC nach Puncten «j?/ .. auf Ä'<'' projieirt werden, 
nnd Gy liefei-t auf a' einen Punct G', von dem ans die Punete 
A'B'C. nach denselben Puncten aßy.. projicirt werden, so daae 
ABC y{ aßy.. '-/^ A'B'C. ist. Denn die Punete GG' sind in 
den Reihen AxAx' ■ . und A'xA'x- . . entsprechende, ao dass sieh 
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GB, G'B' in einem Pancte ß der Curve schneiden. — Da a will- 
kürlieh gewählt werden kann, eo lässt sich die Construktion auf 
unendlich viele Arten auaflihien. 

Projicirt man (Fig. 39, Taf. IX) B' von A aus, B von A' 
aus, so schneiden sieh iAJi'){A'B) in einem Punete .ff der Per- 
Bpectivitätsaehse der Gebilde ABC.., A'B'C. Aus dem Paa- 
eal'sehen Sechaeckseehsseit ÄaA'BßB'A folgt, dass HGG' auf 
einer Geraden liegen. Aendert B seine Lage, so ändert auch H 
seine Lage, während GG' festbleiben, aber U läuft auf einer 
Geraden. Diese Gerade, als Perspectivitätsaohse der Gebilde 
ABG.., A'B'C'.. ist von der Wahl des Punetes a unabbängig. 
Mithin liegen alle Paare von Puncten GG', von denen die krummen 
Bfiihen ABG.., A'B'C. auf ein uad dieselbe dritte Reihe aßy.. 
projicirt werden, auf einer Geraden, der Perspeetivitätsaehae der 
gegebenen projectiven krummen Reihen. Die Punete GG' sind 
einander projeetiv zugeordnet. 

Den Sätzen über krumme projective Punctreihen stehen dua- 
listisch die folgenden gegenüber. — Zwei projective Strahlen- 
reihen in einem Büschel zweiter Ordnung sind einem linearen 
Büschel perspectiv. Das Centrum oder der Träger G des letzteren 
kann Perspectivitätseentrum der projectiven Strahlenreihen heisaen. 
Ist abc..y\ al'c'.. in B'***, so sind die Punctreihen a{a'b'c'..), 
a'(abc..) einander projeetiv, und da sie den Punet (aa') ent- 
sprechend gemein haben, so aind sie perspectiv, werden vou einem 
Punete G aus durch dieaelben Strahlen aufgenommen. Der Punct 
G ist von der Wahl der Strahlen aa' nnabhäugig. 

Die entsprechenden Strahlen zweier projectiven Reihen in 
einem Büschel zweiter Ordnung sehneiden sieh in einer Curve 
S'^' oder auf einer Geraden. Im letzteren Falle heissen sie per- 
spectiv oder involutorisch, weil aa'Wcc'. . ~/\ a'ab'bc'c . . ist. 

Der Aufgabe des Ottajano steht die dualistische gegenüber: 
Es soll ein K-Seit-w-Eek eonstruirt werden, das einer Curve .ff<^' 
umschrieben ist, und dessen n Ecken auf n gegebenen Geraden 
liegen. — Für den Fall des Dreiecks wird die Aufgabe unbestimmt, 
wenn die drei Geraden ein Polardreieck für Ä'^' bilden. 

Zu zwei projectiven Strahlenreihen abc, a'b'c'.. in einem 
Büschel B'^'' lassen sich auf unendlich viele verschiedene Arten 
Strahlenreihen aßy . . angehen, die sowohl alc, als auch a'b'&.. 
perspectiv liegen. Die zugehörigen Perspectivitätsachsen gg' gehen 
durch einen Punet, das Perspectivitätseentrum der Reihen a6c.., 
a'b'c'.., und sind einander projeetiv zugeordnet. 



y Google 



Kapitel IV. 

Einführung idealer Elemente durch die Involution. 

Herstellung der Curven zweiter Ordnung aus idealen 

Elementen, Die absolute Involution. Der Kreis. 

Liegen zwei Panetreihcn ABC, A'B'C. auf einer Car/e 
zweiter Ordnnng perspectiv, so findet, wie wir aalien, die eigen- 
thümlieUe Art des Entspreehens statt, dass AA'BB'CC'..~/\ 
A'AÜ'BC'C . . ist, wir nannten dieae Bezieliung eine involntorische. 
Immer zwei entsprechende Punete bilden ein Paar, so dass der 
Pnnct A als Punct der ersten Punetreihe einem Puncto A' der 
zweiten Reibe entspriclit, dass aber dem Punete A' als Punct 
der ersten Reihe der Punet A als Punct der zweiten Reihe ent- 
spricht.*) Analoges findet bei perspectiven Sti-ablenreiheo in 
einem BUsehel zweiter Ordnung statt. Aber auch für gerade 
Punetreiben und lineare StrahlbUscbel führen die Curven zweiter 
Ordnung auf diese Paarung projcetiv entsprechender Elemente, 
nämlieli in den conjngirten Puncten auf einer Geraden oder in 
den conjngirten geraden Linien durch einen Punct, Zu jedem 
Punete A auf einer Geraden ij gicbt es auf derselben Geraden 
einen, und wenn g nicht Tangente, A nicht Berlibrnngspunct 
ist, nur einen ihm conjngirten Punct A'. Die Punete ABC . . auf 
g sind aber ihren conjngirten A'B'Ü . . auf g projectiv, und wenn 
man in der Reihe ABU . . auf den Punct A' kommt, der ja auch 
zu ibr gehört, so ist der ihnen conjugirte und projectiv entr 
sprechende A, so dass AASB'CC. . Ä A'AB'BC'C . . ist. Ebenso 
ist aa'bb'cc'. . ~j\ a'ah'bc'c . ., wenn aa', hh', cc' . . conjugirte Geraden- 
paare durch einen Punct G sind. Eine projective Beziehung von 
solcher Beschaffenheit wird eine Paarung oder Involution ge- 
nannt, Punetpaarung, Strablenpaarung oder Punetinvoln- 
tJon, Strahleninvolution auf einer Geraden oder in einem 
Punete, oder auch auf einer Curve zweiter Ordnung, oder in einem 
Bttsohel zweiter Ordnung. Aueb der Name Punetsyatem und 
Strahlensystem wird von einigen Autoren flir die Paarung in 
Anwendung gebracht. 

Wenn in zwei projectiven Gebilden auf demselben Träger, 
der auch ein Gebilde zweiter Ordnung sein iiann, dem Elemente 
a des ersten Gebildes das Element a' dea zweiten Gebildes ent- 



') In neuerer Zeit ist der Name Spiegelung flir diese Beziehung 
rorgeschlagen worden. 
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spricht, und dem Elemente a' als Element des ersten Gebildes 
das Element a als Element des zweiten Gebildes entspricht, wenn 
acc' ein Paar bilden, wobei aa' nicht zusammenfallen dUi-fen, ao 
bilden alle entsprechenden Elemente Paare, die Gebilde sind in 
Involution. Man schreibt eine solche Projectivität nicht bloss in 
der gewöhnlichen Weise aa'ßß'..~/\ a'aß'ß . ., sondern man be- 
zeichnet diese Art des Entaprechens auch so: 

aa' . ßß' . yy'. . 
und wenn sich selbst entsprechende Elemente X, /i vorkommen ao: 

X./^.aa'.ßß'..., 
(genauer werden wir oft schreiben XX . iifi . aa'. . .) und nennt das" 
Gebilde eine Involution. Ursprünglich ist dieser Name wohl nur 
auf ein Gebilde von sechs Elementen bezogen worden, besonders 
fruchtbar vrird dieaer Begriff aber erst in der jetzigen Fassung. 
Natürlich ist es auch in dieser Fassung möglieh und oft nützlich, 
von sechs Elementen in Involution zu reden. 

Ist aa'ßß'. . ~/\ a'aß% . ., so ist nach dem Satze von der In- 
varianz eines Wurfes bei doppelter Elementenvertauschung (S. 27) 
aa'ßß' /\ aa'^ß', und es muas nach dem Fundamentalsatz der Pro- 
jectivität g auf ß fallen, so dass ßß' ein Paar bilden, wenn aa' 
ein Paar bilden. Man nennt wohl die Elemente eines Paares 
einander eonjugirt, da aber dieses Wort schon eine bestimmte 
Bedeutung in der projeotiven Geometrie hat, so wollen wir a' 
das a gepaarte Element nennen. 

Eine Involution ist durch zwei IPaare vollständig bestimmt. 
Dies gilt auch dann, wenn ein Paar, oder beide Paare aus sieh 
selbst entsprechenden Elementen bestehen. — Denn sind aa'. ßß' 
oder XX . aa' die beiden Paaro, so ist die projeetive Ver- 
wandtschaft aa'ß . . 7\ a'aß' . . oder Xaa' . . /^ Xa'a . . durch die 
drei angeschriebenen Paare entsprechender Elemente vollständig 
bestimmt, und da in ihnen ein Paar enthalten ist, so sind 
alle entsprechenden Elemente Paare, die Gebilde sind in In- 
volution. Sind aber zwei sich selbst gepaarte Elemente X, n 
gegeben, und ist aa' ein Paar der Involution, so ist Xiiaa'~/\ 
Xfia'a und die Puncto aa' sind von kfi (siehe Seite 27) barmoniseU 
getrennt, Folglich ist zu jedem Punete « der entsprechende 
Punet a' in der Involution bestimmt, wenn zwei sieh selbst ent- 
sprechende Elemente X^ gegeben sind. Wir nennen sieh selbst 
entsprechende Elemente Doppelelemente oder Ordnungs- 
elemente. 

Besitzt eine Involution zwei Doppelelemente, so sind die 
Paare der Involution dwck sie harmonisch getrennt. 
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Besitzt eine Involution doppelte ElemeDte, so sind die aie 
zusammensetzenden projectiven Gebilde ungleiehatimmig, und 
umgekehrt, sind die eine Involution erzeugenden projectiven Ge- 
bilde ungleiehstimmig, so hat die Involution zwei (reale) Doppel- 
elemente. — Eine Involution mit zwei sieh selbst entsprechenden 
Doppelelementen heisst eine hyperbolische Involution. 

Sind in einer Involution die beiden Paare aa', ßß' nicht 
durch einander getrennt, so sind die eraeugenden projectiven 
Gebilde ungleiehstimmig, es giebt Doppelelemente und es ist 
kein Paar durch ein anderes Paar getrennt. Ist daher 
ein Paar durch ein anderes Paar getrennt, so niuss jedes Paar 
durch jedes andere Paar geti'ennt sein, und es giebt keine sieh 
selbst entsprechenden, keine Doppelelemente, Die erzeugenden 
projectiven Gebilde sind gleichstimmig, die Involution heisst eine 
elliptische. 

Man spricht auch von parabolischen oder uneigeat- 
lichen Involutionen. Eine parabolische Involution ist eine solche, 
in der jedes Element einem und demselben Elemente zugeordnet 
ist, die Eindeutigkeit der Zuordnung fällt fort. Die eonjugii-ten 
Puncte auf einer Tangente, oder die conjugirten Strahlen durch 
einen Sttitzpunet bilden eine solche uneigentliche Involution. Man 
kann die uneigentliche Involution als eine Involution auffassen, 
in der die beiden Doppelelemente in eins zusammengefallen sind. 
Ein Element, das durch die beiden Doppelelemente von einem 
ausserhalb gegebenen harmonisch getrennt ist, also zwischen ihnen 
liegt, fällt mit den Doppelelementen zusammen, wenn diese seihst 
zusammenfallen, so dass jedem Elemente eben dieses Doppel- 
element , und umgekehrt das Doppelelement jedem Elemente des 
Gebildes entspricht. 

Die tlir K*^' eoiyugirten Puncto einer Geraden, welche die 
Cnrve Jt**' trifft, bilden eine hyperbolische Involution, die sich 
selbst entsprechenden Puncte sind die Schnittpunete mit der Curve. 
Die Paare eonjugirter Puncte auf einer Geraden, die .ff*** nicht 
tnift, bilden eine elliptische Involution. 

Die Paare eonjugirter Linien durch einen Punct bilden eine 
hyperbolische Involution, wenn es von dem Puncte Tangenten an 
K'-^' giebt, und diese sind die Doppelstrahlen der Involution. 
Giebt es keine Tangenten, so bilden die conjugirten Paare eine 
elliptische Involution. 

Die Hyperbel wird von den uneigentlichen Geraden in zwei 
Puncten getroifen, die Paare eonjugirter Puncto auf den un- 
eigentlichen Geraden bilden eine Involution mit Doppelelementen, 
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daher der Name liyperbolische Involution. Die uneigentliehe 
Gerade trifft die Ellipse nicht. Die eoDJMgirten Punete anf ihr 
bilden eine Involution ohne doppelte Elemente, daher der Name 
elliptische Involution. Die Parabel berührt die uoeigentliche 
Gerade, die eonjugirten Piincte auf ihr bilden eine nneigentliehe 
Involution, daher der Name parabolische Involution. 

Der Pol der uneigentlichen oder unendlich fernen Geraden 
in Bezug auf die Curve K^^' heisst der Mittelpunct dieser Curve, 
und jede durch ihn gehende Gerade heisst Durchmesser. Der 
Mittelpunct liegt innerhalb der Cnrve bei der Ellipse, ausserhalb 
bei der Hyperbel und auf der Curve bei der Parabel. Der Mittel- 
punct der Parabel ist ein uneigentlicher Punet, aus diesem Grande 
sagt man auch wohl — namentlich in der rechnenden Geometi-ie 
— die Parabel besitze keinen Mittelpunct, Paare conjugirter 
gerader Linien durch den Mittelpunct heissen coiijugirte Dureh- 
messer. Die Hyperbel besitzt Tangenten vom Mittelpunct, sie 
heissen Asymptoten. Jedes Paar conjugirter Durchmesser ist 
durch sie harmonisch getrennt. Die Paare conjugirter Dureh- 
messer bilden eine hyperbolische Involution, die Asymptoten sind 
die Doppelstrahlen. Die Polare des Ellipsenmittelpunctes , die 
unendlich ferne Gerade, trifft die Ellipse nicht, es giebt keine 
Tangenten vom Mittelpunete , die Paare conjugirter Durchmesser 
bilden deshalb eine elliptische Involution. — Ist ein Durchmesser 
Sehne, was bei der Ellipse stets der Fall ist, so liegt der Mittel- 
punct in der Mitte zwischen den beiden Schnittpuncten, weil er 
durch diese Punete von dem uneigentlichen Punete des Dureh- 
messers harmonisch getrennt ist. Liegt ein Punct in der Mitte 
zweier Sehnen durch ihn, so ist er der Mittelpunct und liegt in 
der Mitte aller Sehnen durch ihn, denn durch die zwei Sehnen 
ist die uneigentliehe Gerade als die Polare des Punctes bestimmt. 
Bei der Parabel sind alle Durchmesser einander parallel, sie 
bilden eine uneigentliehe Involution, in der jeder Durchmesser 
der uneigentlichen Geraden zugeordnet ist. Wir tilgen hier noch 
einige Sätze über Durchmesser an. — Eine Schaar paralleler 
Sehnen hat einen gemeinsanien uneigentlichen Punct, sie bilden 
einen linearen Büschel. Daher sind diese Sehnen alle dem Durch- 
messer coDJugirt, der die Polare jenes uneigentlichen Punctes des 
Trägers des ParallelbUschels ist, denn dieser Durchmesser enthält 
den Pol jeder dieser Sehnen. Der Durchmesser bestimmt auf 
jeder ihm eonjugirten Sehne die Mitte zwischen den Schnitt- 
puuoten der Sehne mit der Curve, weil er auf jeder Sehne den 
Punet bestimmt, der durch die Sehnittpuacte vom uneigentlichen 
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Functe der Sehne hannouisch geh-ennt ist. Umgekehrt, die Mitten 
einer Sehaar paralleler Sehneu liegen auf einem Durchmesser, 
der dieser Schaar eonjngirt iet. — Zwei eonjugirte Durchmesser 
bilden mit der «neigentlieheu Geraden ein Polardreieek , bei der 
Parabel ist das Dreieck ein uneigentliches, weil zwei Seiten zu- 
sammengefallen sind. — Die Nebeuseiten (Diagonalen) eines einer 
Curye zweiter Ordnung umBchriebenen Parallelogramms bilden 
ein Paar conjugirter Durchmesser, denn sie bilden mit der nn- 
eigentlichen Geraden zusammen ein Polardreiseit. — 

Zwei Paare nicht getrennter Elemente aa', ßß' auf einem 
linearen oder einem krummen Träger sind von einem und 
nur einem Paare von Elementen desselben Ti'ägors harmonisch 
getrennt. Denn diese Elemente Xfi sind die Doppelelemente der 
Involution X . /i . aa' . ßß' . . ., und die Involution iet durch zwei 
Paare aa'ßß' vollständig bestimmt 

Der elementarste Fall einer Involution von sechs Puneten 
ist der, in welchem die sechs Seiten eines Vierecks von einer 
Geraden g geschnitten werden. Geht die Gerade durcli eine der 
Nebenecken, so ist der Schnittpnnet ein Doppelpunet der In- 
volution. Geht g durch eine Ecke, so ist die Involution eine un- 
eigentliche. 

Beweis. ABCD sei das Viereck. Projieirt man die Puncto 
BXDi' einmal von A aus und einmal von C aus auf g, so folgt 




|9g(Sg' A ^'i'ß'^ 1°'^ ^^^^ Sßitß 27 Ä ß'S'^% Da also die beiden 
Gebilde ß^6§' und ß^'6'^ projeetiv sind und ein Paar von Puneten 
besitzen, die sich gegenseitig entsprechen, nämlich g als Punct 



y Google 




75 

des ersten Gebildes entspricht g' als Punet des zweiten, und |' 
als Punct des ersten entspricht g als Punet des zweiten, so ist 
dies mit allen Paaren entsprechender Puncte der Fall, und 
ßß' . 66' . gg' sind in Invohition. 

Projieirt man von einem Punete A die Ecken eines Drei- 
ecke SCJ) und die Schnittpunete ß'^'6' einer Geraden g mit den 
BCI) gegenüberliegenden Dreieoksseiten, so erhält man sechs 
Strahlen in Involution ÄiBß' . C§' . BÖ'). 

Projieirt man von einem 
Puncte G die sechs Ecken eines 
Vieraeits uhcd durch sechs Strahlen 
ßß'S6'§^', so erhält man einen 
Strahlenblischel in Involution. 
Liegt G auf einer Nebenseite, so 
ist diese ein Doppelstrahl, liegt G 
auf einer Seite , so ist die In- 
volution eine un eigentliche. — 
Der Beweis dieses Satzes folgt 
nach dem Gesetüe der Dualität 
aus dem Vorstehenden. 

Auf jeder Geraden (/, die die sechs Seiten eines Vierecks 
in einer Involution mit nicht getrennten Punetcn trifft, giebt es 
ein und nur ein Paar von Puncten, die durch die drei Paare 
gegenüberliegender Seiten des Vierecks gleichzeitig harmonisch 
getrennt sind, die Doppelpuncte der Involution, die durch die 
sechs Schnittpunete bestimmt sind. 

Aus der Dualität folgt: Werden die sechs Ecken eines Vier- 
seits von einem Puncte G aus 
durch eine Involution mit nicht 
getrennten Strahlenpaaren pro- 
jieirt, so giebt es durch G zwei 
und nur zwei Strahlen, welche 
durch die di-ei Paare gegen- 
überliegender Ecken gleich- 
zeitig harmonisch getrenntsiud. 

Legt man durch einen 
Punet G Strahlen xy^ nach 
den Kebeneeken (ac) {id) {mn) 
eines Vierecks und bestimmt 
x'y' so, dass xax% ydy'b har- 
monische BUsehel sind, und schneiden sich x'y' in einem Punete 
G', so sind aneh mzns' harmonische Strahlen, wenn s^ die Neben- 
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ecke (mn) mit G' verbindet. Denn legt man duruh G(l' eine 
Gei'ade, so sind auf ihr die Sehnittpuuete zweier Paare gegen- 
überliegender Seiten ab nnd cd harmonisch durch GG' getrennt, 
folglich anch die des dritten Seitenpaares mn. Dies läeat sieh 
auch so aussprechen: Projicirt man die Nebenecken eines Vier- 
ecks von einem Punete G durch drei Strahlen Xi/^ und bestimmt 
in den Ecken drei Strahlen x'y's', welche bez. von den Seiten 
ac, bd, mn harmoniseh getrennt sind, so gehen die drei Strahlen 
x'y'is' durch einen Punct G'. 

Das Gesetz der Dualität liefert weiter den Satz. Schneidet 
mau die drei Nebenseiten eines Vierseits (mit den Ecken ÄBCDMN) 
durch eine Gerade g, welche dieselben iu den Puueten XYZ trifft, 
und bestimmt man die drei Punete X'TZ', welche von ihnen bez. 
durch die Ecken AC, SB, MN auf den drei Diagonalen har- 
monisch getrennt sind, so liegen die drei Punete X'T'Z' auch auf 
einer Geraden (ß'). — Ein specieller Fall, der entsteht, wenn g 
die uneigentliehe Gerade ist, ist der Satz von Gauss; Die Mitten 
der drei Nehenseiten eines Vierseits liegen auf einer Geradon. 

Sind (Fig. 40, Taf. IX) die Punete AB . CX . DY, Alf. 
CX^ .BTi, AB . CX-i .DY3.. in Involution, so ist XXyX^ . . Ä 

Denn ersetzt man in dem Viereck BQIiS den Punet S durch 
einen andern Si auf der Seite RTJ, so bleiben auf der Geraden 
g von den sechs Puneten in Involution AB . CX . DY die Punete 
ABCD fest, aber XY gehen in X.ri über. Die Punete XY, 
X^Yi.. werden durch die Strahlen xx^.., yyi.. bestimmt, die 
sieh auf UR sehneiden, also perspectiv sind, folglich ist XX[ . . 
7\ YYi .. w. z. b. w. Dabei können die Punete Ali auch in einen 
Doppelpunet zusammenfallen, nämlich wenn g durch Q geht. 

Satz von Hesse, Zwei Paare conjugirter Punete besümmen 
ein drittes Paar. — Sind AA', SS' zwei Paare eonjugirter Punete 
fttr eine Curve K'-^ (Fig. 41, Taf. IX), die ein eigentliches Vier- 
eck bilden, und ist a die Polare von A, b die Polare von B, so 
geht o durch A', h durch B', S sei der Sehnittpunet (ab). Die 
Gerade AB werde von a in X, von 6 in F getroffen, dann sind 
AX, SY Paare der Involution fUr K'^'> conjugirter Punete auf 
AS. Diese Involution ist aber auch bestimmt durch die Schnitt- 
puncte der Seitenpaare eines Vierecks mit der Transversale (AB). 
Ea werde der Sehnittpunet (AT?') (A'S) mit T bezeichnet, so hat 
das Viereck AB'ST die Seitenpaare a, S'TA; S'S(b), A'TS'; 
AB', ST. Da die ersten Seitenpaare die Gerade AB in Paaren 
der Involution iu Bezug auf Ä'*-' eonjugii-ter Punete treffen, und 
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diese durch zwei Punctpaare bestimmt ist, so treffen auch A'B' 
und ST die Gerade AB in Puncten, die für Ä"'^' eonjugirte sind, 
oder C der Sehnittpunct (AS) (A'B') hat zu seinem conjugirten auf 
AB C den Sehnittpunet {ABJ{ST). S ist der Pol von AB, weil 
er der Sehnittpunet der Polaren a, h von A und B ist, folglich 
muBS ST die Polare des Punetes (AIS) [AB') sein, sie geht durch 
T, den Sehnittpunet (AF)(^'£), folglieh sind {AB) {A'B') und 
{AB') {A'B) conjugii-te Punete. — Fallen AB zusammen, so be- 
stimmen A'B' die Polare dieses Punetes, also alle Punete die 
A{B) conjugirt sind. Liegen ABA'B' auf einer Geraden, so be- 
stimmen sie eine Involution eonjugirter Punete, also unendlich 
viele Paare eonjugirter Punete. 

Sind in einem Vierseit zwei Paare gegenüberliegender Ecken 
flir eine Curve K'^^ eonjugiert, so bildet aueh das dritte Paar 
gegenüberliegender Ecken ein Paar eonjugirter Punete, und dua- 
liatiseh: Sind in einem Viereck zwei Paare gegenüberliegender 
Seiten eonjugirte Paare, so ist auch das dritte Paar gegenttber- 
Uegender Seiten ein Paar eonjugirter gerader Linien. 

Die Mannigfaltigkeit der Curven zweiter Ordnung, fUr die 
zwei Paare von Punetcn eonjugirte sind, ist eine dreifach unend- 
liche, und ist durch vier Individuen bestimmt Man wird dadurch 
zu der Aufgabe geführt, die Paare von Puncten zu finden, die 
für vier CuiTcn zweiter Ordnung gleichzeitig eonjugirte Paare sind. 
Sind zwei Paare gefunden, so giebt der Hesse'sehe Satz ein 
drittes Paar. 

Hätte man (Fig. 41 , Taf. IX) statt ab die Polaren a'h' zum 
Beweise des Hesse'schen Satzes benutzt, die sich in S' schneiden, 
so wUrde sieb S'T als Polare von C ergehen haben, wie sich 
vorher ST als Polare von C ergab, also liegen STS' auf einer 
Geraden. Die Punete {cui')AA' bilden ein Polardreieek, ebenso 
{hb')BB'. Die Polaren von ABS' sind {A'S), {SB'), {A'B'). Die 
Verbindungslinien der Ecken AB', BA', SS' gehen durch einen 
Punct. Daraus fliesst der wichtige Satz: 

Ein Breieck und das zugehörige Polardreieek liegen ein- 
ander perspectiv. 

Sind drei Paare von Puneten AA', BB', CC auf den Geraden 
SaSbSc gegeben, und betrachtet man sie als Doppelpuncte von In- 
volutionen auf SaSbScy und bestimmt man zu dem Schnittpunete 
{si,Sc) sowohl auf Sb als auch auf Sc die Punete, welche ihnen in 
den auf s^So liegenden Involutionen gepaart sind, und bezeichnet 
deren Verbindungslinie mit a, hestimmt man in analoger Weise 
zu (SfiS") die Gerade b, zu {s^st) die Gerade e, so müssen die 
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Dreiecke SaSb-% und abc einander perspectiv liegen, wenn die In- 
volutionen SaSipSr die Involutionen eonjugirter Pancte fUr eine Cuitc 
K^^> sein aollen, für die abc die Polaren von (S(,Sc) (scS„) (SaSb) 
sind. Ist diese Bedingung erteilt, so sind die sechs Punete 
AA'BB'CC Punete von iT*^'. Dies ist, wie der Paseal'sclie Satz, 
eine lineare Bedingung daflir, dass sechs Punete auf einer Carve 
zweiter Ordnung liegen. Sie ist complicirter als die Paacarsehe 
Bedingung, iet aber unabhängig davon, oh die Involutionen Su^bSc 
Doppelpunete haben oder nicht, lässt sieh also auf den Fall 
anwenden, in welchem Paare von Puncten ideale sind (wir 
werden ideale Punete sogleich definiren), während der Paacal'selie 
Satz ausser dem Falle realer Punete nur noch dann anwendbar 
ist, wenn alle drei Paare ideal sind. 

In der analyitischen, überhaupt in der rechnenden Geometrie 
spricht man von imaginären Sehnittpuneten einer Geraden mit 
einer Cuitc zweiter Ordnung, wenn die Gerade die Ourve nicht 
trifft. Ist die Gleichung, die die Curve analystisch definirt, reell, 
80 treten solche Punete immer paarweise auf. Einzelne imaginäre 
Punete ti^eten nur dann auf, wenn die Curvengleichung imaginär 
ist, und es können solche Curven nur einzelne reelle Punete be- 
sitzen, wenigstens wenn sie irreduktibel sind, d, h. wenn sie sich 
nicht in Curven niederer Ordnung zerlegen lassen. Hat die 
Gleichung die Form /; + if^ = o, so kann man sie als Zweig 
der Curve (/j + if-i) . (f, — if^) = /^i + /^j = o ansehen, die eine 
reelle Gleichung besitzt. Veraichtet man in der reinen Geometrie 
auf das Vorkommen einzelner imaginärer Elemeutargebilde, be- 
gnügt man sich damit, solche Fragen zu behandeln, in denen 
imaginäre Elemente conjugirt auftreten, so beschränkt man im 
Grunde damit die Allgemeinheit nicht, nur wird die Behandlung 
z. B. einer Curve zweiter Ordnung (mit imaginärer Gleichung) 
nnter die der Curven vierter Ordnung fallen, von der die Curve 
ein Zweig ist Eine reale Gerade, die einen imaginären Punet 
enthält, und nieht zugleich den conjugirten, existirt nicht, gelingt 
es aber eine ideale Gerade zu deüniren, die diesen Punet ent- 
hält, so wird man es nieht als einen Nachtheil anzusehen haben, 
wenn die Definition zugleich eine andere ideale Gerade mit liefert, 
die den conjugirt imaginären Punet enthält. Diese vorläufigen all- 
gemeinen Bemerkungen können natürlich nicht volle Klarheit 
darüber bringen, was die EinfBhrnng imaginärer Elemente in die 
reine Geometrie besagen will. Diese Klarheit wird, wie es der 
synthetischen Methode entspricht, suceessive gewonnen, wenn man 
die einfachen und dann die verwickeiteren Anwendungen der 
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neuen Begriffe kennen gelernt hat. Die Begriffsbestimmung con- 
jngirt imaginärer Elemente gelingt dureh die Vermittelung der 
Involution. 

Besitzt eine Involution Doppelelemente, so sind diese durch 
zwei Paare der Involution völlig bestimmt. Besitzt die Involution 
keine Doppelelemente, so adjungiren vrir ihr zwei ideale Ele- 
mente, die vrir aggregirte nennen, weil das Wort eonjngirt in 
der projeetiven Geometrie schon seine Bedeutung hat, und zu 
Verwechselungen führen könnte. Ob wir also sagen, wir Laben 
auf einem Gebilde erster oder zweiter Ordnung (auf einer Geraden 
oder in einem Puncto als Träger einea linearen Büschels, oder 
auf einer Curve zweiter Ordnung oder in einem Büschel zweiter 
Ordnung) eine elliptische Involution, oder wir haben auf ihr ein 
Paar idealer Elemente (aggregirt idealer Elemente), das soll in 
Zukunft gleich sein, jede dieser Redeweisen fordert, dass von 
einer Involution zwei Paare gegeben seien. 

Nach EinfUhriiog dieser Redeweise können wir sagen, dass 
jede Gerade eine Curve zweiter Ordnung in zwei Puncten trifft, 
die in einen zusammenfallen, wenn die Gerade Tangente ist. Auf 
jeder Geraden bestimmen die Paare conjugirter Puncte eine In- 
volution, die Doppelpuncte sind die Punete der Curve. Ist die 
Involution eine hyperbolische, so sind die sich selbst conjugirten 
Punete real, ist sie elliptisch, so sind die Doppelpuncte ideal. 
Nur für den Fall dass die Gerade Tangente ist, sind die beiden 
Schnittpuncte in einen zusammengefallen, die Involution conjugirter 
Punete ist paraboliseh. Man sagt auch wohl von der Tangente, 
dass sie zwei zusammenfallende Punete mit der Curve gemein 
habe, um das zweifache Schneiden unter allen Umständen auf- 
recht zu erhalten. 

Sind die Paare einer Involution eonjugirte Paare für eine 
Curve zweiter Ordnung Ä"'^', so sagen wir, die Involution ge- 
höre zu K^'^>. Das Wort „aggregirt" bei einem Paare idealer 
Elemente lassen wir fort, wenn durch das Wort jPaar' die Zu- 
sammengehörigkeit hinlänglich charaktei-isirt ist. 

Aufgabe. Eine Curve zweiter Ordnung zu zeichnen, die 
durch ein Paar idealer Punete geht, oder was dasselbe ist, für 
die eine auf einer Geraden g gegebene Involution eine zu- 
gehörige ist. 

Man projicire von einem Punete U aus (Fig. 42, Taf. X) die 
Punete ^ijC. . . der auf g liegenden Punete der Involution und von V 
aus die entsprechenden Punete i't/X' dieser Involution. Dann be- 
stimmen die entsprechenden Strahlen der projeetiven BUsehel 
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UiSnS ■ ■ gn'. .) A y{Sn%'- -BV--) eine der Forderung e 
Curve K'-^K — Es mögeQ sich (Ug), {¥§') in X schneiden, (Ug), 
(Fg) in X'. So sehneiden sieh {ÜV}, {XX') im Pol G der Geraden 
g, denn dnreh ihn geht nach den Sätzen vom eingeschriebenen 
Viereck die Polare von g nnd die Polare von g', G§§' hilden ein 
Polardreieck, also sind gg' fUr K(^'> conjngirte Punete. Diese 
Constriiktion ist anabhängig davon, ob die Involution auf g hyper- 
bolisch, oder wie in der Zeichnung elliptisch ist. Sie liefert aber 
nicht die allgemeinste Curve ^'^> zu der die Involution auf g 
eine zugehörige ist, denn durch die beiden weiteren Punete UV 
ist die Curve, die unsere Consti'uktion liefert, völlig bestimmt, 
also durch vier Punote, wenn anders die Involution einem Punet- 
paare aequivalent ist. Die gegebene Construktion ist gleichwohl 
wichtig, sie hat die Besonderheit, dass die Gerade g und die 
Verbindungslinie h der willkürlich gewählten Punete ÜV ein Paar 
conjugirter gerader Linien für die erzeugte Curve Ä>*' sind. — 
Trifft h{ÜV) die Gerade g in 1, und ist H der I in der auf 
g gegebenen Involution gepaarte Punet, so sind UI, VH ein 
entsprechendes Strahlenpaar der K'-^'' erzeugenden Böschel, sie 
schneiden sich in V, ebenso sind UM, VI ein entsprechendes Paar 
der erzeugenden Büschel, sie sehneiden sieh in U. Auf der Ge- 
raden IJH liegt nur der Cui-venpnnet U, auf VH liegt nur der 
Curvenpunet V, diese Geraden sind Tangenten der Curve, ihr 
Sehnittpunct H ist folglieb der Pol von /(, % sind eonjugirt — 
Der Satz lässt sieh umkehren. — Projieirt man von zwei Puneten 
UV einer Curve zweiter Ordnung K*-"^ die Punete dieser Curve 
auf eine der Verbindungslinie h der Punete UV conjugirte Gerade 
g, so treffen die entsprechenden Projeetionsstrahlen die Gerade 
g in conjugirten Puneten. Denn die Punete gjyi; . ., die der BUsebel 
in ü auf g bestimmt, sind projeetiv den Puneten gV/'g'. ., die der 
Büschel in V auf g bestimmt. Fällt X auf V, so fUllt g auf den 
Punct I, in dem sich hg schneiden, g' aber auf den Sehnittpunct 
der Tangente in F mit g, also auf den Pol II von h, weil g als 
h eonjugirte Gerade einerseits, andrerseits die Tangente in F 
diesen Pol H enthält Fällt X anf U, so fällt g auf H und g' 
auf I. H und I bilden ein Paar, also ist gg' . rjTj'. . . HI. . . eine 
Involution. Üg' und Fg sehneiden sieh in einem Punete Y auf 
.E'fä> und Ggg' bilden ein Polardreieek, so dass §§' eonjugirt sind, 
w, z. b. vv. 

Ist g die uneigentliche Gerade, so folgi hieraus der Satz: 
Verbindet man die Punete einer Cui-ve AT*'', die auf einem Durch- 
messer liegen, mit einem Punete der Curve, so sind die Ver- 
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biDduogsliüieii einem Paare conjiigirter Dnrelunessev parallel, 
gehen durch ein Paar eonjugii-ter Piiacte auf der Hoeigeiitlichen 
Geraden. Damit löst man die Aufgabe, eine Curve zweiter 
Ordnung zu zeichnen, deren Durohniesaer eine gegebene Involution 
bilden. Man nimmt einen Punet U willkürlich an und bestimmt 
einen Punet V so, dass das Centrum G der gegebenen Involu- 
tion die Mitte zwisehen ÜV ist. Von ÜV zieht man gerade 
Linien den Paaren der Involution parallel, die Paare schneiden 
sich auf der gesuchten Curve. — Verallgemeinert löst diese Cou- 
struktion die Aufgabe: Es ist ein Punet und eine Gerade ge- 
geben, die fhi eine Curve K^^^ Pol und Polare sein sollen, und 
anf der Gei iden iit eine Involution gegeben, die zu Ä"*^' zugehörig 
sein soll min soll Ä^' zeichnen. Mit den conjugirten Paneten 
auf der Geiiden sind zugleich die conjugirten Geraden durch 
deren Pol gegeben. Diese Aufgabe ist identisch mit der Auf- 
gabe: Eine Curve zweiter Ordnung zu zeichnen, wenn zwei reale 
oder ein Paar idealer Taugenten gegeben sind, und die Bertlhrungs- 
puncte, d. h. wenn noch die Involution conjugirtcr Punete auf der 
Polare des Schnittpunetes der Tangenten gegeben ist. Ist die 
Involution conjugirter Geraden eine elliptische, so sind die idealen 
Doppelstrahlen derselben die idealen Tangenten vom Träger der 
Involution an die Curve. 

Nun lösen wir die Aufgabe: Eine Curve K'^''> durch drei 
Punete SAH zu conatruiren, zu der eine Punetinvolution auf einer 
Geraden g eine zugehörige ist, die also noch durch ein Paar 
realer oder idealer Punete hindurch geht. — Auf g (Fig- 43, 
Taf. X) bestimme die Gerade SA den Punet a, dem a' auf g 
gepaart sein mag. SB bestimme auf g ß, welchem Punete ß' ge- 
paart ist. {Aa'){Bß') bestimmen den Punet S'. Projiciri man 
von S und S' ans die Involutionen durch die Büschel S{aa' . ßß'. . .) 
/\ 8' (a'a . ß'ß ■ ■ .), 80 bestimmen die entsprechenden Strahlen die 
gesuchte Curve. — Es giebt nur eine Curve zweiter Ordnung, die 
die Aufgabe löst. Denn die Polare von a geht durch a' und 
den Punet auf SA, der von a durch S und A harmonisch ge- 
trennt ist. Auf der Geraden aB ist der Punet S', der von S 
durch a und die Polare von « harmonieeh getrennt ist, ein Punet 
der Curve. Analog ist ein Punet Ä', der von A durch ß und 
die Polare von ß harmonisch getrennt ist, ein Punet der Curve. 
Durch die {\m( ^uunte SASA'B' ist aber die Curve ii:<^i eindeutig 
bestimmt; man kann diese Methode als eine neue Art der Lösung 
unserer Aufgabe ansehen. 

Dieser Aufgabe steht dualistisch die Aufgabe gegenüber: 
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Eine CniTe zweiter Ordnnng als StUtzeniTe eines ] 
construiven für deu eine gegebene Strahleninrolution eine zu- 
gehörige ist. Man nehme zwei gerade Linien if v willkilrlieli an. 
Die Rtrablen g?;f . . der gegebenen Involution treffen m in einer 
PunetreiUe, die g?j£ . . in der Involution gepaarten Strahlen !'»/'?'• . 
treffen V in einer Punctreihe, die der auf ii projeetiv ist. Die 
Verbindungslinien xys .. entsprechender Puncte anf uv bilden den 
gesnehten Büschel, sind die Tangenten der gesnehten Curve, deren 
Punete ala Sttttzpunete in bekannter Weise zu finden sind. Die 
erhaltene Curve und der zngehörige Büschel giebt nicht die all- 
gemeinete Lösung der gestellten Aufgabe, sie giebt die Curve, 
für welche H, der Schnittpunet («»), und das Involutjonscentrum 
G eonjugirte Puncte sind. Will man eine Curve haben, die drei 
gegebene Geraden abs zu Tangenten hat und die Involution G 
als zugehörige besitzt, so bestimme man den Strahl a der In- 
volution G, der durch {sa) geht, und bestimme den ihm gepaarten 
Strahl a' derselben. Ferner sei ß der Strahl der Involution G, 
der durch {sb) geht, und ß' der ihm gepaarte. Die Schnittpuncte 
{aa') {bß') bestimmen eine Gerade s'. Construirt man nun mit 
den Strahlen ss' den Büschel und seine Sttitzcurve wie in der 
vorigen Aufgabe, so erhält man die gestiebte Curve. Ist die In- 
volution elliptisch, so hat man eine Curve zweiter Ordnung ge- 
zeichnet aus drei realen und einem Paare von idealen Tangenten. 

Durch drei Puncte AJBC und ein Paar Pol und Polare ist 
eine Cui-ve zweiter Ordnung bestimmt Denii werden die Punete 
A'S' so bestimmt, dass PÄpÄ', PBpB' harmonische Würfe sind, 
so muss die Curve die fünf Punete ABCÄ'S' enthalten und ist 
durch sie bestimmt. Die Aufgabe ist unmögiieh, wenn ABP auf 
einer Geraden liegen, und ApBP nicht harmonisch sind. Sind 
sie aber harmonisch, so ist die Curve nicht völlig durch die 
Data bestimmt. 

Durch drei Tangenten abc und ein Paar Pol und Polare 
Pp ist eine Curve zweiter Ordnung ebenfalls bestimmt, wenn 
nicht p durch den Schnittpunct zweier der gegebenen Geraden 
etwa {ab) geht. 

Durch drei Punete oder TaDgenten und den Mittolpunct, den 
Pol der uneigentiiclien Geraden, ist eine Curve zweiter Ordnung 
bestimmt, wenn nicht zwei der Puncte auf einem Durehmesser 
liegen, oder zwei der Tangenten einander parallel sind. 

Aufgabe. Eine Curve zweiter Ordnung zu zeichnen, wenn 
ein realer Pnnct A, ein Paar idealer Pnncte BC d. h, eine zur 
Curve gehörige Involution auf einer Geraden ^ und ein Paar 
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Pol und Polare Fp gegeben sind. — Die Gerade j) ti-effe y in 
H, welchem Panete //' in der Involution gepaart sein soll, so ist 
die Gerade h gleieb (IFF) die Polare von IL Wir haben also zwei- 
mal Pol und Polare Fp, Hh. Nun bestimmen wir die Puncto 
DE so, dass AFBp, AHEh bannonisehe Gebilde siad. Die Punete 
BE sind zwei weitere reale Panete der CurTe, was schon genügt. 
Zwei weitere Punete D'E' aber kann man noch dadurch erbalten, 
dass man BHD'h, EFEp barmoüisch macht. Dabei dürfen die 
Punete AFH nicht auf einer Geraden liegen. 

Die dualistische Aufgabe, in der ein Strahl a, eine Strahlen- 
involutioD G, und ein Paar Pol und Polare gegeben sind, wird 
analog gelöst. 

Wir geben hier einem Satze Raum, der für die projective 
Masshestimmung von Winkeln von Wichtigkeit ist. 

Eh sei (Fig. 44, Taf. X) p die Polare von P fUr Z^i^> und 
F liege innerhalb. Die Geradenpaare {FA){FA'), (FB)iPB') 
seien conjugirte, und es seien die Punete AS durch A'B' auf 
K'^> nicht getrennt, so schneiden sich die Geraden (AB)(A'B') 
auf j). — Beweis: C sei der Sehnittpunet vou (AB) mii p. Wir 
ziehen die Gerade c {FC) und den dieser conjugirten Strahl x (PX). 
Dann bilden F(BXAC) einen harmonischen Büschel, weil die 
Polare von C durch den Punet X geht, der von C durch AB 
harmonisch getrennt ist. Da nun conjugirte gerade Linien durch 
einen Punct in Involution sind, so ist BXAC 7\ B'CA'X, und es 
ist auch F(B'CA'X) ein harmonischer Büschel. Verbindet man 
C mit A' so ist c von x durch A'Y harmonisch getrennt, wenn 
1 dei 7weite Sehnittpunet von {CA') mit der Curve ist, aber es 
ist ' von V auch durch A'T harmonisch getrennt, wenn i" der 
bebnitt ^ on {PB') mit {CA'} ist. YF müssen demnach im Punete 
B zusammenfallen, w. z. b. w. — Ist F der Mittelpunet, p die 
uneigentliche Gerade, K'^'> eine Ellipse, so hat man den Satz: 
Sind AA' BB' die Eudpuncte zweier Paare conjugirter Halb- 
messer einer Ellipse, und sind die Halbmesser so gezogen, dass 
AB durch A'B' nicht getrennt ist, so sind die Geraden {AB), 
{Ä'B') einander parallel. 

Das gemeinsame Paar zweier Involutionen auf dem- 
selben Träger ist sicher real, wenn wenigstens eine der beiden 
Involutionen eine elliptische ist. Sind beide hyperbolisch, so 
giebt es ein reales gemeinsames Paar, wenn die Doppelelemente 
der beiden Involutionen nicht durch einander getrennt sind, im 
andern Falle ist das gemeinsame Paar ideal. — Man kann die 
beiden Involutionen immer eineindeutig auf Involutionen beziehen, 
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die auf einer Cnrve zwcitcv Ordnung liegen. Es genUgt daher, 
die ansgesprochenen Sätze für den Fall zu erweisen, tlass der 
Träger der beiden Involutionen eine Carve zweiter Ordnung ist. 

Sind die Perspectivitätsacbsen , oder wie wir auch sagen, 
Involntioiisachsen der beiden auf K.^^ liegenden Involutionen /] 
Ja die Geraden g^g-i, die Perspeetivitäts- oder Involutionacentren 
GjGa, 80 dass G^gi, G^g-^ Pol und Polare sind, so liefert jede 
Gerade durch Gi ein Paar von J, auf K*^\ jede Gerade durch 
G-i ein Paar von J^ auf Ä"'^', die Gerade (G1G2) liefert das ge- 
meinsame Paar. Es ist real, wenn (GjGa) die Cnrve trifft, ideal, 
wenn die Gerade die Curve nicht trifft. Ist nun eine der beiden 
Involutionen 7, ij elliptiscli, so schneidet die betreffende Involutions- 
achse, die ja die Doppelelemente auf Jt® bestimmt, die Cuitc 
nicht, ein Involutionscentrum liegt innerhalb, die Gerade {GyG^) 
trifft K'^'> nothwendig in realen Puneten. Treffen g^g^ die Curve 
in nicht getrennten Puneten, so sehneiden sie sich in einem Puncto 
H ausserhalb. Die Polare h von H geht durch GiG^ und trifft 
K*^^ nothwendig in realen Puneten. Treffen g^g-^ die Curve K^^^ 
in getrennten Puneten, so dass die Doppelelemente von /i/^ durch 
einander getrennt sind, so liegt üT innerhalb, A ausserhalb, das 
gemeinsame Paar ist ideal. Dasselbe wird durch eine elliptische 
Involution bestimmt, deren ideale Doppelelemente das gemein- 
same Paar der beiden Involutionen 7| Jj sind. — Um einen Namen 
zu haben, wollen wir die Involution, deren reale oder ideale 
Doppelelemente das gemeinsame Paar zweier Involutionen 
sind, die jenen adjungirte Involution nennen. Es wii-d also die 
/[/a adjungirte Involution I anzugeben sein. Es sei (Fig, 45, 
Taf. X) Gl das Involutionscentrum von AÄi . BB, . GC, , . , G-i 
das Involutionscentrum von AÄ^ . BB^ . CC-i .. Zu X mögen die 
Puncto XjXa als gepaarte Elemente, zu Y mögen F|I^ä als ge- 
paarte Elemente der Involutionen I^I-i gehören. Dann werde 
XY so gewählt, dass XY . ZiZ, . X^F^ . in Involution sind, so 
bilden alle möglichen Punctpaare XY eine Involution und zwar 
die Iil-i adjungirte Involution I. Diese Involution erhält man 
in folgender Weise: 

G sei der Pol der Geraden g (GiG-i) in Bezug auf den Träger 
K<^> der Involutionen Ji7i, G.X treffe K<^> in X„ G^X treffe K«'» 
in Xs, ÖX, treffe Ä"'^) in r„ GX.^ treffe iT«« in Y^, (GiYi) (G-iY^) 
schneiden sich in Y. Trifft nun GiY", die Cnrve .ffw in T und 
trifft G-iY-i die Curve in Y", so geht die Polare von G, durch den 
Punet(XiF,)(Xi"), sie geht aber auch durch den PunetG auf X^Zi, 
woraus folgt, dass {XF) durch G gehen muss, weU X^Fi nicht die 
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Polare voD Gl ist Aue gleichen Granden muss GX dureh den 
Punet Y" gehen, IT' mlisaen zusammenfallen, und zwar in den 
Panet Y, in dem sieh (Gil'i) {G-iY-i) selmeiden. Demnacli sehneiden 
sieh (O^Y,) {G-iY-i) auf ^'" in einem Pcinete Y, dtiieh den auch 
GX geht Die Pnnete XY . XiY, . X^Yi sind in Involntion mit 
dem Involutionseentrum G, und die Herstellung dieser Involution 
ist linear. Alle möglichen dureh G hestimmten Punetpaare XY 
(zu denen auch X,Fi, X-iY^ gehören) bilden die iiZj adjungirte 
Involution /. Das gemeinsame Paar der Involutionen J|Ji sind 
die Sebnittpunete von g mit K*-^, die BerUhrungspunete der Tan- 
genten von G an die Curve. Die Doppelpunete der Involution I 
sind genau dieselben Punete, ideale wenn g die Curve nicht 
ti-ifft. — Die beiden Dreiecke XX^X^, YY{Yi liegen perspectiv, 
also schneiden sich (XXO'.rF,), {XX^{YYi), {X.X^iJ^Yi) in 
drei Pnneten GiG-^F einer Geraden, der Geraden </. 

Liegen auf zwei Geraden s's" Involutionen, die einer Curve 
^i«) zugehörige sind, und projicirt man von einem Punete S der 
Curve diese Involutionen auf die Polare p des Punetea P{s's") 
und construirt zu den beiden hierdurch auf p erhaltenen Involu- 
tionen die adjungirte, wir wollen sie als Involution p bezeichnen, 
so ist diese letztere von der Lage des Punetes S auf -fiT''* un- 
abhängig, sie ist die auf p zu K'-'^' gehörige Involution. 

Projieirt man von S die Involution s' nanh. AA' . BB' . . auf 
K'-^\ so sehneiden sich (ÄA'), (BB').. in einem Punete S' auf 
p, dem Pole der Geraden s'. Denn wir haben (auf Seite 80) ge- 
sehen, dass man ein Paar conjugirter Punete erhält, wenn man 
von den Schnittpuncten einer Geraden einen Curvenpunct auf 
eine dieser Geraden conjugirfe Gerade projieirt. Legi nian also 
durch 8' eine beliebige Gerade, die .ff'^* schneidet, projicirt von 
den Schnittpuncten den Punet S auf s', so erhält man ein Paai" 
conjugirter Punete, und umgekehrt die Projectionen conjugirter 
Punete von s' auf K^^^ sind Punete, deren Verbindungslinien durch , 
S' gehen. — Projicirt man von S aus die Involution s" nach den 
Puneten AA". BB". . auf £"", so erhält man eine Involution, 
deren Centrum der Pol S" von s" ist, und also auf p liegt. Die 
realen oder idealen Schnittpuncte MN von p und jE"'^> sind das 
gemeinsame Paar der Involutionen AA' . BB' . ., AA". BB". . 
Die Involution der Paare AB, die den beiden Involutionen auf 
K'^'^ adjungirt ist, hat MN zu realen oder idealen Doppeleleraenten, 
ihr Involutionscentrum ist P, Projicirt man von S aus die In- 
volutionen AA' . BB' . CC . ., AA". BB". CC". . und die adjungirte 
AB auf die Gerade p, so ist offenbar die Projection der letzten 
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Involution die adjnngirtc zn den Projectionen der beiden ersten, 
und da die adjungirte Involution die Punete MN zu Doppel- 
elementcü hat, so iat aie die Involution der eonjugii'ten Punete 
anf p und von der Lage des Punetes S auf K'-'^' imabliängig, 
w. z. b. w. Hieraus leitet Herr Böge (Hamburger Nachrichten Nr. 6 
1886) eine Conati'uktion einer Curve zweiter Ordnung ab aus 
einem Punete S und aus zwei Paaren idealer Punete, die auch 
für den Fall ungeändert gültig bleibt, dass das eine, oder dasa 
beide dieser Punotpaare reale sind. 

Die Polare p von P{s's") ist die Verbindungslinie der in 
den lüTolutionen s's" dem Punete P gepaarten Punete. Die In- 
volution für die Curve conjugirter Punete auf p wird dadurch 
gefunden, dass man s's" von S auf i» projieirt, nnd zu den so 
auf p sieh ergebenden Involutionen die adjungirte Bueht. T sei 
der Puuet auf SP der von S durch P und p harmonisch getrennt 
ist. ST und p sind conjugirte gerade Linien. Projieirt man dem- 
nach (siehe Seite 80) die Involution conjugirter Punete auf p von 
S und T aus, so erzeugen die Sehnittpunote der Sti'ahlen, welche 
die Paare projiciren, die gesuchte Curve. Die Construetion selbst 
lässt erkennen, dass es nur eine der Forderung genügende Curve 
giebt. Später ergeben sieh andere Consti'uctionswcisen, die eben 
gegebene ist doch recht compliciil. 

Die dualistisehe Aufgabe, eine Curve zweiter Ordnung 
zu eoustruiren, wenn eine Tangente und zwei Strahleninvolutionen 
als zugehörige gegeben sind, ist eben nach den Regeln der dua- 
listischen Uebertragung unschwer zu lösen. 

Eine reale Gerade, die einen idealen Punet enthält, muss 
nothwendig den aggregii1;en idealen Puuet auch enthalten, denn 
ginge durch diesen Punet ausser dem Träger der elliptischen 
Involution noch eine zweite reale Gerade, so wurden sieh die 
beiden realen Geraden in ihm schneiden, ein Schnittpunct zweier 
realer Geraden ist aber immer real. — Ein linearer Büschel, der 
eine ideale Gerade enthält, enthält auch die aggregirte. Ein 
realer Punet lässt sieh demnach nicht mit einem idealen durch 
eine reale Gerade verbinden, wenn nicht der reale Punet auf der 
Geraden liegt, die neben dem idealen Punete auch den aggregii-ten 
enthält. Wohl aber kann man eine Strahleninvolution mit realem 
Träger angeben, von deren idealen Doppelstrahlen einer durch 
einen idealen Punet nnd der andere durch den aggregirten geht. 
Der BUsehel durch den realen Punet, welcher die die idealen 
Puncto definirende Involution projieirt, genügt unmittelbar 
unserer Forderung. Zwei ideale nicht aggregirte Punete lassen 
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sich diiruh eiae ideale Gerade verbinden, von der sioli ein realer 
Puuet finden lässt. Die Forderung, diesen Panet zu zeichnen, 
fällt mit der Anfgabe zusammen: 

Zwei gerade Punetreilien g^ g iu Involution von einem Pancte 
aus 80 zu projieiren, dass jedes Paar von Geraden dureb ein 
Paar der einen Involution zugleich durch ein Paar der andern 
Involution geht. — Auf g (Fig. 46, Taf. S) liege die Involution 
AA' . BB\ . ., auf g die Involution Sl9t' . S8S8'. . ., ^21 sei der Scbnitt- 
punet von t/ und g. Projicirt man von S und B' aus die Puncte 
WUm^'.., 80 erzeugen die Bttsehel B(ra'58S8'..) A B'(9t'StS8'SS , .) 
eine Cui-ve zweiter Ordnung K^^*, diese trifft die dem Puncte 
A% gepaarten Puncte A'%' verbindende Gerade in Puncten PQ, 
welche die Aufgabe lösen, denn von P aus werden zwei Paare 
AA' . BB' und 9191' . 5ß^' durch dieselben Strahlen projieirt, folg- 
Bch alle Paare. Zur Curve K*:''> gehören die Punete BB', fUr 
die ein wiUkUrliehes Paar gewählt werden kann, so dass man 
äch einer Eeihe \'on Curven ^'^' zur Auffindung der Punete PQ 
bedienen kann, die Puncte PQ aber sind davon offenbar unab- 
längig. Haben die Involutionen auf g und g reale Doppelpuncte 
MN bez. Sli9i, so iat der Sehnittpunct {MM) (JV9E) der eine, der 
ächuittpunct {MW) (JVSBI) der andere der gesuchten Puncte, sie 
sind real. Hat die eine Involution reale Doppelpuncte MN, die 
andre nicht, so giebt es keine realen Puncte PQ, die die Auf- 
gabe lösen, Denn die reale Gerade PM müsste durch einen 
Doppelpunct der Involution auf g gehen, und da dieser ideal ist, 
auch den zweiten enthalten, sie müsste mit g zusammenfallen, 
P mUsste auf g liegen, was offenbar unmöglich ist. Die Involution 
conjngirter Puncte, die K'-^'> auf {A'%') bestimmt, giebt durch ihre 
Doppelpuncte die idealen Puncte PQ, die die Aufgabe lösen. 
Sind sowohl M und JV" als auch W und 9t ideal, so sind die 
Puncte P und Q real. Die Geraden B'{^^.) mögen {A%') in 
ff)-., treffen, und ßy . . mögen von B nach ^"S". • auf g projieirt 
werden. Dann ist SBS5D . . mit S'E'S)'. . gleiehstimmig, mit S8"E"S)". . 
ungleich stimmig, und die Proj ectivität 58'©'S)'.. /\ S8"S"S"-. be- 
sitzt reale Doppelpuncte. Verbindet man sie mit B, so sehneiden 
die Verbindungslinien die Gerade {A'%') in den fraglichen 
Puneten PQ. 

Alle Paare AA', BB'.. und %%', S8i8'. . sind conjugirte 
Puncte für alle Curven zweiter Ordnung, für die die Involutionen 
auf g und g zugehörige sind. Projieirt man von P aus gleich- 
zeitig die Paare BB' und ^3ß', so ist der Punct II, in dem sieh 
{B%') (-B'$) schneiden, nach dem Satze von Hesse (Seite 76) dem 
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Puncto P ebenfalls flir alle diese KegeJschnitte eonjngirt. Variirt 
man SB', so erhält man eine Reihe von Puncten IJ, die (wie 
immer die eoningirteo eines Punctes) auf einer Geraden p liegen, 
die von P durch gQ harmonisch getreunt ist. Der Punet P hat 
also für unsere Curvenroihe ein und dieselbe Polare p. Ebenso 
hat Q für alle diese Curven ein und dieselbe Polare q, für sie 
ist auch ((/g) und (^'31') Pol and Polare. — Projicirt man von 
den Puncten des Paares SS' auf g die Paare 3lSl'.SBS'.. bez. 
SI'SI.S'SB.. und treffen die Geraden S{9tSl'i858'. .) die Gerade 
iÄ'%') in A-^'ßß'.., und treffen die Geraden 5"(Sl'?tS8'S8. .) die 
Gerade (^'91') in WÄ%ßi'.., so ist A'^'ßß'^ ■ A^'^'ßißi'-- «nd 
da Ä'%' ein Paar bilden, so sind diese projeetiven Reihen in In- 
volution A'SS.' . ßßi . ß'ß'i ... Die Doppelpuncte dieser Involution 
sind die Punete F und Q, von denen die luvolutionen auf g und 
g gleichzeitig projicirt werdeu, das Paar Ä'W derselben ist durel 
P und Q harmonisch getrennt. Demnach ist P von Q durch f 
und g harmonisch getrennt, Q liegt auf der Polare p von P, i* 
auf der Polare q von Q, die Punete (ß(/)PQ bilden ein Polai- 
dreieek und FQ sind eonjugirte Punete fUr alle Curven zweitei' 
Ordnung, die durch die realen oder idealen Doppelelemente der 
auf g und g gegebenen Involutionen hindurch gehen. 

Haben zwei Involutionen, deren Träger die Punete G und 
@ sind, ideale Doppelstrahlen, so sehneidet sich ein Doppelstrahl 
der einen Involution mit einem Doppelstrahl der andern in einem 
idealen Punete, die beiden andern schneiden sich in einem zweiten. 
Die Schnittpunete (die einander aggregirt sind) liegen in einer 
realen Geraden. Da man doppelt paaren kann, so erhält man 
zwei Gerade pq, die die vier Schnittpunete enthalten. Diese Sätze 
und die zu ihnen gehörigen Aufgaben stehen den eben behandelten 
dualistisch gegenüber, und kann daher ihre Untersuchung dem 
Leser überlassen werden. 

Der Paseal'sche Satz für sechs ideale Ecken. Sind 
auf drei Geraden (Fig. 47, Taf. XI) drei Punctinvolutionen So, 
5s, Se gegeben mit idealen Doppelpuncten WV, S93', EE', so kann 
man auf vier Arten aus ihnen ein ideales Seehseckseehsseit von 
der Art bilden, dass jede Seite durch zwei ideale nicht aggregirte 
Punete geht, die gegenüberliegenden Seiten aber die entsprechenden 
aggregirten idealen Punete enthalten, wie es z. B. in dem Seehs- 
eckseehsseit SüBSSfS'S' statt hat, wenn die Punete in der an- 
geschriebenen Reihenfolge durch (ideale) gerade Linien verbunden 
werden. Soll der Paseal'sche Satz allgemeine Gültigkeit haben, 
80 müssen auch hier die drei (realen) Schnittpunete f 
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Seiten in einer Geraden liegen. In der der Beweia- 
fUbrnng an Grunde liegenden Figur ist fUr Sc die uneigentliche 
Gerade genommen. Ea seien BB' die Puncte, in denen sich die 
Verbindungslinien der idealen Punete auf SaSc schneiden, ÄA' die 
Punete, in denen sieh die Verbindungelinien der auf Sts^ liegenden 
idealen Punete sehneiden. ^f^> sei die CuiTe zweiter Ordnung, 
die durch die sechs idealen Punete hindurch geht. Die Punete 
AÄ' und die Punete B£' sind für K^^ eonjugirte, wie auf S. 88 
bewiessen wurde. Ebenfalls dort wurde bewiesen, dass die Polare 
a von Ä durch (sjSc), die Polare a' von A' durch (si,Sc) geht, dass 
{si,s^)Aä' ein Polardreieek für K'^> bilden, und ebenso {st.s,)BB'. 
Die Sehnittpuncte C von (AB) (A'B) und C von {AB) {AB') sind 
ebenfalls fllr K<-^'> eonjngirte Punete nach dem Satze von Hesse. 
Die beiden Dreiecke AB{a'b') und A'B'{ab) sind einander polar 
und liegen folglich {Seite 77) einander perspectiv. Die Geraden 
{AB") {A'B) und die Verbindungslinie c' der Punete {ab) {ct'b') gehen 
durch einen Punet also durch C. Die Linie c' ist die Polare 
des Sehnittpunetes (J_B) {A'B') wie bei Gelegenheit des Hease'schen 
Satzes erwiesen wurde. Ebenso ist c, die Verbindungslinie {a'b) 
{ab'), die Polare von C und geht durch C. Also bilden cc'{GC') 
ein Polardreiseit. Die Geraden cc' sind Nebenseiten des Vier- 
seits aa'bb'. Die Geraden bs^b's^ bilden einen harmonischen 
Bllschel, schneidet man ihn durch a oder a', so erhält man vier 
harmonische Punete. In unserer Zeichnung ist So die uneigent- 
liche Gerade, es muss deshalb s„ durch die Mitte von {ab'){ab) 
und durch die Mitte von {o,'b'){a'b) gehen, und folglioh muss Sa 
durch den Schnittpunet der Nebenseiten cc' des Vierseits aa'bh' 
gehen. Ebenso muss Sj, durch den Schnittpunet {cc') gehen. Nun 
ziehen wir durch {ab) und (cs„) eine Gerade y (in der Zeichnung 
eine c parallele Gerade), so bilden ac'by einen harmonischen 
liUschel, weil sie die harmonische Punetreihe {ac){cc')Q)C){c-/) 
projiciren, und diese Strahlen gehen auf s„ durch dieselben Punete 
als Sa&SiC, folglich sind auch diese Geraden harmonische Strahlen, 
es ist CC von s^Si, harmonisch getrennt. Demnach liegen CC 
auf der Polare von (s^sj), denn dieser Punet fällt mit {cc') zu- 
sammen, C ist von C durch SaSt harmonisch getrennt, und C ist 
C conjugirt, folglich sind CC die Punete, von denen die Involu- 
tionen für K'^> conjagirter Punete auf s^s/,, also die gegebenen 
Involutionen gleichzeitig projicirt werden, es sind die Punete, in 
denen sich die Verbindungslinien der idealen Doppelpunete dieser 
Involutionen schneiden. Die Punete AA'BB'CC sind die Sehnitt- 
puncte gegenüberliegender Seiten der Sechseeksechsseite, die aus 
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den sechs idealen Ecken 3l3l'39S'ES' so gebildet werden können, 
dass sich die gegenüberliegenden Seiten real schneiden. Diese 
Sehnittpuncte liegen viermal zu je dreien auf einer Geraden, sie 
bilden die Ecken eines Vierseits. Jede solche Gerade ist die 
Pascal'sche Gerade eines der vier Seehsecksechsseite , die aus 
StSl'SS'ES' den ausgesprocheneu Bedingungen gemäss gebildet 
werden können. Der Paseal'ache Satz gilt also auch für den 
Fall, daas die Ecken des Pascal'schen Seehseckseehsseits ide- 
ale sind. 

Gehen die drei Geraden SaSbSc durch einen Pnnet, ao liegen 
die sechs Puncte ÄÄ'BB'CC auf einer Geraden, nämlich auf der 
Polare des gemeinsamen Punctes, wenn SI5l'fflS'ES' Puncto einer 
Curve zweiter Ordnung sind. 

Die bisher gewonnenen Mittel dürften ausreichen, den Satz 
von Desargues fllr ideale Dreiecke zu erweisen, was dem Leser 
überlassen bleibt Dabei wird der Satz auf Seite 20 (Fig. 7) 
Verwendung finden. — Liegen drei Involutionen auf drei Geraden 
durch einen Funct, so liegen die sechs Puncte, von denen sie 
paarweise gleichzeitig projicirt werden, viermal zu je dreien in 
einer Geraden. 

Der Pasearsche Satz lieferte, wenn fünf Puncte gegeben 
waren, die Mittel, die durch diesen Punct gehende Curve zweiter 
Ordnung punotweise zu eonstruiren. Sind aber drei ideale Punct- 
paare gegeben, die die Bedingung erfüllen, welche von uns ftir 
diesen Fall als die Pascarsche bezeichnet wurde, so folgen aus 
dieser Bedingung nicht die Mittel zur Construktion der Curve, 
ea wird sich vielmehr zeigen, dass aus der Erfüllung dieser Be- 
dingung gar nicht die Existenz einer durch die drei Paare ide- 
aler Puncto geheuden Curve zweiter Ordnung folgt, wenn man 
nicht ideale Curven einfühi-t, was allerdings möglieh ist. 

Ist von fünf Puneteo wenigstens einer ein realer M, so 
liefei-t die folgende Consti'Kktion in jedem Falle auf einer be- 
liebigen durch M gehenden Geraden g den zweiten Schnittpnnct 
mit der durch die fünf Puncte bestimmten Cnrve zweiter Ordnung 
K'-^\ — Zwei Paare von Pnncten seien als Doppelpuncte von 
Involutionen auf den Geraden g'g" gegeben (Fig. 48, Taf. XI) 
und M sei der fünfte, ein realer Punct. Die Polare h des Punctes 
(g'g") für K'-^^ ist als die Verbindungslinie der (g'g") auf g' und 
</" gepaarten Puncte gegeben. Die Polare h' von (g"g) geht durch 
den Punct Q" der (gg") in der Involution auf g" gepaart ist, und 
die Polare Jt" von (gg') geht durch den Punct Q' der (c/g') auf g' 
gepaart ist, und die Dreiseite gg'g", Jth'k" müssen (siehe Seite 77) 
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eiuander perspectiv sein, ee mlissen (hg) Qt'g') (h"g") drei Panete 
einer Geraden f sein. Von diesen Puncten ist einer, nämlicli 
(hg) gegeben. Durch ihn legen wir eine Reihe von Geraden 
fifif^.. die (j' bez. in M\M'iH\.., g" in H'\H'\H'\.. treffen. 
Die Geraden des BUschela Q"{H'iH'.2H'-i ..) mögen mit h'ih'^h'^.., 
die Geraden des Büschels Q'lH'\H"iH"->, . .) mit h",h"Ji"3 . . be- 
zeichnet werden, so ist das gg'g" polare Dreieeit hli'h" unter den 
Dreieeiten hh\h'\ , hh'-ih% hh'ih") . . za enehen. Die Punete (gh'i) 
(gh%)(gh'3) . . seien durch S\S'^S\ . ., die Punete (gJi'\)(gh"i)(gh"^) . . 
seien durch S",S"iS"3.., die Geraden Q"(g'h) nnd Q'{ß"h) durch 
k' und h" gekennzeichnet. Sind h'h" die Polaren von (ßg"){gg') 
fllr K'-''", so müssen die Punete MM . {gg')S". (gg")S' in Involution 
sein, als Paare für Ä"*'' conjugirter Punete auf g. Lässt man die 
Geraden /' der Reihe nach auf g und k fallen, und durch (g'g") 
gehen, so findet man {gg'){gg"){gh')S',S'^ . . Ä (.g9")(gg')ig^')S",S-\ . . 
nnd es ist diese (beiläufig involutorisehe) Projeetivität durch die 
drei ersten Faare bestimmt, so dass zu ihrer Constituirnng von 
den Geraden f^f^ . . keine gezogen zu werden braucht. 

Bestimmt man die Punete XiXaZj . . so, dass MM. {gg')S'\ . 
{gg")X„ MM . {gg')S'\ . {gg")X„ MM . (ffg')S'\ . {gg")X, . . Involu- 
tionen sind, so ist XfX^X^ . . /\ S'\S\S"i . . (und zwar entsprechen 
den Puncten M(gg") der zweiten Reihe die Punete M(gg') der 
ersten Reihe). Daraus folgt weiter, dass X^XaX^ . . J^ S'iS'^S'^ . . 
ist. In dieser letzten Projeetivität ist (gg') ein sich selbst ent- 
sprechender Punct. Denn kommt man in der Keilte der X zum 
Punete (gg'), so kommt man entsprechend in der Reihe S"xS"i.. 
zum Punete (gg") und dieser entspiieht in der Reihe S\S'2 ■ - 
dem Punete {gg'). Der zweite sich selbst entsprechende Punet 
sei S' und ihm entsprechend in der Reihe S'\S"i . . der Punet 
S". Alsdann bestimmen Q"S', Q'S" die Polaren h'h" der 
Punete (gg"}(gg') für _ff<=>. Der Sehnittpnnct N der Geraden g 
mit K'^> ist der zweite Doppelpunct der Involution MM . (gg')8". 
igg")S', also der Punet, der durch (gg')S" von M harmonisch ge- 
trennt ist. 

Dreht man die Gerade g um M, so kann, wenn die In- 
volutionen auf g'g" nicht beide elliptische sind, ttir speeielle Lagen 
von g der Fall eintreten, dass die Projeetivität XiX^X^..~/\ 
S'iS'jS'g .. eine parabolische ist, dass also nur der eine sieh 
selbst entsprechende Punet (gg") vorhanden ist. Es müssen dann 
(gg^ {gg") fUr K'-^'> conjngirte Puncto sein, und der zweite Schnitt- 
punct N von g und K'^^'> ist von M durch igg')(gg") harmonisch 
getrennt 
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Sind auf drei Geraden yg'g" Involutionen gegeben, von denen 
wenigstens eine, etwa die auf g, hypcrboliscli ist, und sind hli'h" 
die Verbinduugslinieu der Punete, die den Selinittpuneten i^'g") 
(g"g)(99') iö diesen Involutionen gepaart sind, und liegen die 
Dreiaeite gg'g", hh'h" perspectiv, so geht durch die sechs Doppel- 
punctc dieser Involutionen eine Curve zweiter OrdDung. — Denn 
durch die Doppelponete auf g'g" und einen Doppelpunct M auf 
g giebt es eine Curve zweiter Ordnung Ä"'*', der zweite Sehnitt- 
puDct N' von g mit ihr gehört zu der lovolutioo MM . N'N' . 
(Sg^iffh") .(gg"j(gh'), und ea ist die Lage von h'h" durch die 
beiden Bedingungen, dass diese Involution besteht, und dass 
gg'g" ~/\ hh'h" ist, völlig bestimmt. Der Punet iV" der gegebenen 
Involution auf g ist nach der Voraussetzung ebenfalls ein Doppel- 
punct der Involution MM . NN .(ßg'){gh") .(gg"){gh') und muss 
daher mit N zusammenfallen. Die Curve K'-'^' geht durch iV; 

Die Gültigkeit dieses Satzes lässt sich nicht ohne Weiteres 
flir den Fall behaupten, dass alle drei Involutionen elliptisch sind, 
dass die gegebenen sechs Punete ideale sind. Will man die 
Gültigkeit unter allen UnistJinden aufrecht erhalten, so muss man 
ideale Curven zweiter Ordnung zulassen. Diese Verhältnisse 
werden bei Untersuchung der Curvenbiischel ins Klare gebracht 
werden. 

Sind drei Punete ABC und drei gerade Linien abc so ge- 
geben, dass ABC und {bc)(ca)(ub) perspective Dreiecke sind, so 
ist im Allg'emeioeo eine Curve zweiter Ordnung K'^i bestimmt, 
für die A und a, B und h, C und c Pole und Polaren sind. Auf 
der Geraden {AC) bestimmen a und c Punete, die mit A bez. C 
Paare einer Involution sind, und ebenso sind auf CB und AB 
Involutionen durch diese Data gegeben, durch deren Doppelpunete 
die Curve -ff'*^' geht. Sind die sechs Doppelpunete ideale, so ist 
das Vorhandensein von K'^'> nicht gewiss. Man kann aber leicht 
ohne Kenntniss der Curve Ä"'^' zu einem vierten Punete Z) die 
Polare d linear eonstruiren, aus der Eigenschaft, dass die Drei- 
ecke und Dreiseite BCD, CAD, ABI) bez. hcd, cad, abd per- 
spectiv liegen mUssen. — Wii verbinden D mit (uc) durch eine 
Gerade h, Punete fS^^^-i . . auf 6 mit A und C (Fig. 49, Taf. XI). 
Die Geraden C(S858|58i . .) bestimmen auf u die Punetreihe ««,«1-., 
die Geraden A(5833iiBa . ■) auf c die Reihe yy\y%.., und es ist 
ct(T|ß2 . • 7\ J'J'i/a ■ ■ Fällt S8 auf («c), so fallen a und y zusammen, 
so dass ««i«!- ■ 7\ ?'7i7i ■ - ist. Da also aa^a^.. ~/\ yy^y-i-. ~/\ 
^i8|58i . . ist, so liegen die drei Perspectivitätscentren dieser Ge- 
bilde in einer Geraden, in (AC), weil Ä und C zwei der Per- 
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speetiTitätscenti-en sind. Lassen wir S auf I) fallen, und tiiflt 
{ÄD) c in J}„, trifft (CD) a in D^^ so ist der Schnittpimct V der 
Geraden (DcJOat) «nd (ÄC) das Perspectivitätseentinm der Ge- 
bilde ßßiß-2 -. Ä 7?'iJ'2' ■ Ist i eine beliebige Gerade durch F (die 
also durch ein entepreehendes Paar der Reihen a, y geht), so ist 
ad^AGT), denn die Verbindungslinien der Ecken gehen durch 
einen Pnnct auf b. Ebenso erhält mau alle Dieiseite abm, die 
perspectiv ABD liegen, wenn man m durch den Punet TT' legt, 
in dem sieh die Geraden [AB) und {I)aiJ)i,^) sehneiden, und end- 
lißh erhält man die Dreiseite bcn J^ BCD, wenn man n dareh 
den Punet U legt, in dem sieh [BC) und (IiuDa,) schneiden 
Die Gerade d, die durch U und V geht, hat hiernach die Eigen- 
schaft, dass ABD X «f"^ nnd ACD ^ acd ist, und es giebt nur 
diese eine Linie, welche diesen Anforderungen genügt, sie muss 
die Polare von D sein. Die Linie WU liefert ebenfalls die 
Polare von D, und es müssen deshalb UVW auf einer Geraden 
liegen, woraus beiläufig der Satz fliesst: Ist 

BCD X (cd) (db) (bc), CAD A {«<?) (de) (ae), ABB X Q>A) (da) (ad) 
so ist auch ABr^(hc)ica)(ad), 

worin die mit Doppelbuchstaben bezeichneten Ecken die Sehnitt- 
puncte von je zwei der vier Geraden nhcd sind. 

Man muss aber beachten, dasa dieser Satz nur unter der 
Voraussetzung erwiesen ist, dass wenigstens ftlr eins der vier 
Dreiecke, etwa ABC und sein zugehöriges abc (in Folge dessen 
für alle vier) eine Curve K'-^' exiatirt, für welche ADC und abc 
Pol und Polare sind. Wollte man auf diesen Satz eine Theorie 
des Polarsystems giUnden, so müsate man ihn direct be- 
weisen. So wie die Involution zur Definition idealer Elementar- 
gebilde benutzt werden konnte, so lässt sieh allerdings auf ein 
widerspruchsfreies System von Pol und Polare in der Ebene, 
welches jedem Puncto eine Gorade als Polare, jeder Geraden 
einen Punet als Pol zuweist, die Definition einer idealen Curve 
und eines idealen Büschels zweiter Ordnung gründen. Doch soll 
hierauf an dieser Stelle nicht näher eingegangen werden, aber 
man sieht, dass die zuletzt behandelten Sätze zur Einführung 
idealer Gebilde zweiter Ordnung drangen. Diese werden ebenso 
gefordert, wenn man den auf Seite 65 gegebenen Satz umkehren 
will, dass zwei Polardreieeke einer Curve zweiter Ordnung ein- 
gesehrieben und einer Curve zweiter Ordnung umschrieben sind. 
Sind zwei Dreiecke ABC und A'B'C einer Curve S*^' zweiter 
Ordnung eingeschrieben, und werden die Geraden (ßC) (CA) (A£) 
bez. mit ahc bezeichnet, und {B'C) mit «', die Geraden (A'A), 
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iÄ'B}, (A'C) bez. mit SaS(,Sc, so werden durch die Voranaseiziing, 
dass die Dreiecke Polardreiecke Biud, auf den drei Geraden s 
Involutioneu gegeben, die durch je zwei Paare A'(a'sa) . A{aSa), 
Ä'{a'si,) . B{hsi,), AXa'Ss) . C{cSc) bestimmt sind. Die drei Punete, 
die A' in diesen Involutionen gepaai-t 8iiid, liegen auf einer 
Geraden, auf a', und es geht deshalb eine Cnrve zweiter Ordnung, 
die fünf von. den Doppelpuncten dieser Involutionen enthält, (nach 
Seite 90) auch durch den sechsten. Existirt eine Curve ^>^' durch 
die seeh? Punete. was nnr dann ungewiss ist, wenn diese Punete 
sämmtlieh ideale sind, so ist tUr sie ABC ein Polardreieck, und 
A'a' sind Pol und Polare. Ist nun für Z''^> dem Punete B' der 
Punct C' auf «' eonjugirt, so geht durch ABCA'B'G" nach dem 
Satze, um dessen Umkehrung es sieh handelt, eine Cnrve zweiter 
Ordnung, und da diese mit Ä"> fünf Punete gemein hat, so musa 
C" mit O zusammenfallen. Falls demnach K^^^ existirt, so sind 
ABC, A'B'C Polardreiecke für diese Curve, falls aber X'^i nicht 
existirt, so wird man wieder auf ideale Curven zweiter Ordnong 



Sieh doppelt berührende Curven zweiter Ordnung. 

I auf einer Curve zweiter Ordnung K zwei projeetive Ptinet- 
reihen ABC..~/\ A'B'C ., so bestimmen die Verbindungslinien 
{AA'){BB^{CC).. oder abc. einen StrahlenbUschel zweiter Ord- 
nung, der sich auf eine Curve zweiter Ordnung ß stützt, die K 
doppelt berührt. Der erste Theil dieses Satzes wurde auf S. 66 
einwiesen. Ist (Fig. 50, Taf. XII) G ein Punct auf der Perspee- 
tivitätsaehse h der Punctreihen, und zieht man GAA", GBB", 
GCC", so gehen, wie eben an der angezogenen Stelle bewiesen 
wurde, die Geraden A"A', B"B'.. durch einen Punct G' auf h. 
A sei 80 gewählt, dass GAA"{u) durch den Pol H von h geht, 
so bestimmen (AA), (A"A') auf h eoryugirte Punete, weil u und 
h eonjugirt sind (siehe Seite 80), die Pnncte G' und Q'. Ebenso 
bestimmen die Strahlen G'Aa, A"a conjugirte Punete, d. h. (A"a) 
geht durch den Punct Q', IIQ'G' bilden ein Polardreieck, R ist 
der Schnittpunct von {AA"), (A'a) und (A'a){v) ist ebenfalls Ä 
eonjugirt. In der Projeetivität ABC . . /\ A'B'C .. sind die Punete 
AA"B und A'aB' entsprechende, denn man findet den A" als 
Punct der ersten Reibe in der zweiten Reihe entsprechenden 
Punct dadureh, dass man den zweiten Sehnittpunet von GA" mit 
K, also A mit G' verbindet, der zweite Schnittpunct dieser Linie 
mit K, also a, ist der entsprechende. (AA') und {Ä"a) sind 
Strahlen des Basehele B<-^'>, der sieh auf St stützt. Für S enthält 
die Gerade w(Q'H) den Pol von /;, weil h{Q'A)w{Q'a) har- 
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monisclie Strahlen iind Stellt man dieselben Beti'aelituageD 
noch einmal an, indem mxu \on den Geraden G'%IIW ausgeht 
(statt von GÄHi ) und zu G den conjugirten Q bestimmt, so 
findet man ebenso diss dei Pol von h für S auf der Geraden 
QH liegt, woraus tolgt das? JiH Polare nnd Pol flir S sind. 

Jetzt mögen sieh die Stiahlen ah [(AÄ') [BB')] in li sehneiden 
(Fig. 51, Taf. XII), (ÄB'){Ä-B) in einem Punete G' auf h der 
Perspectivitätsaehse der projeetiven krummen Reihen, und RH 
möge auf k den G' flir K conjugirten Punct G bestimmen. Zeichnen 
wir dann eine Curve fi, für die H und h Pol und Polare sind, 
und fUr welche die Involution für K eonjngii-ter Pnncte auf k 
eine zugehörige ist, und die endlich a berührt, so ist diese Curve 
S völlig bestimmt (Seite 83). Die Strahlen (BH) und (BG') sind 
auch für S conjugirt, weil G' Pol von BS auch für S ist. Die 
zweite Tangente von B &a ^ ist von a durch {BH){BG') liar- 
monisch getrennt. Nun schneiden sich {AB) (A'B^ in einem Punete 
B' der Polaren von G' also auf GBH, die zweite Tangente von 
JJ an ß ist mithin die Gerade h. Ebenso sind die Geraden cd . . 
Tangenten an S!, die Geraden ahcd . . stützen sieh also auf eine 
Curve zweiter Ordnung S, die mit K ein Polardreieck HGG' ge- 
mein hat, und auf dor einen Seite /* dieses Dreiecks sind die 
Paare flir K conjugirter Pnncte auch für S conjugirt. Die realen 
oder idealen Doppelpunete dieser Involution auf /* gehören K 
und Ä zugleich an, durch sie gehen die realen oder idealen 
Tangenten von H aa K und an U. Die Curven K und U be- 
rühren sich doppelt, real oder ideal. 

Umkehrung. Die Tangenten an eine Curve zweiter Ord- 
nung bestimmen auf einer diese Curve doppelt berührenden Curve 
zweiter Ordnung projeeti>e Punetreiheu. — Der I5eweis dieses 
Satzes wird gleichzeitig mit dem des folgenden geführt: Die 
Tangenten an eine Curve zweiter Ordnung S treffen eine diese 
doppelt berührende Curve zweiter Ordnung K in Puncten, die 
den StUtzpimcten der Tangenten projeetiv sind. Das heisst, sind 
aßy . . die Stützpnncte der Tangenten «Sc . , an S, nnd sind ABC . . 
bez. A'B'C. die Treffpuncte der Tangenten ahc. mit K, und 
projicirt mau ußy . von einem Punete auf fl", ABC . . oder A'B'C. . 
von einem Puncto auf K, so erhält man projective Strahlbüschel. 
— Da jede Tangente K zweimal triift, so kann man bei jeder 
Tangente zweifelhaft sein, welcher Punet zu wählen ist, ich meine, 
es kann fraglich erscheinen, ob aßy . . 7\ ABC . . oder AB'G . . u. s. w. 
ist. Die Beweisführung läsnt erkennen, dass einem eontinuirliehen 
Uebergange von « nach ß nach y . . ein eontinuirlieher lieber- 
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gang von A naeli 3 nacli . . entspreohen mues. Die Geraden 
ab {Fig. 52, Tat XII) mögen t in a und /ü berUliren, K in XI', 
£iJ' treffen. G sei der Sehnittpunet von (aß) mit der Geraden 
Ä, die die Berühruagspunete von S und K entiiält, und die den 
geiiieinaamen Pol H fQr beide CurYen liat. (In der Zeichnung 
ist h die nneigeutliclie Gerade.) Dann ist die Verbindungslinie 
g von H mit R (ab), die gemeinsame Polare von G für Ä und 
K, weil die fUr eine Curve eonjugirten Geraden durch jS" auch 
fttr die andere eonjngirt sind. Diese Polare wird aber auch ge- 
funden als die Verbindungslinie von E mit dem Schnittpuncte li' 
der Geraden (AB)iÄ'B'). Die Puncte (aZi)«'iZ" liegen daher auf 
einer Geraden g^ der Polare von G. Ziehen wir die Geraden 
{GÄ){GÄ'), so treffen sie K in Puneten S'S für äie ag{im%Ii(J) 
nnd ag{R^)(ßG) harmonische Strahlen sind, die Geraden li^ und 
iö8' mllssen deshalb mit b zusammenfallen, denn agbillG) sind 
nach den Sätzen ttber Pol und Polare harmonische Strahlen. 
Man kann daher auch behaupten {A'B}{aß){AB') schneiden sich 
in einem Punete G der durch die BerUhrungspuncte von K nnd 
JE gehenden Sehne A. Lassen wir jetzt die Tangente h in die 
Tangenten cä,. übergehen, so bleiben AA'a fest, G beschreibt 
auf h eine gerade Punctreihe, und die BUsehe! A(B'G'I)'Ä'. .) und 
A'{BCDA . .) und a{ßr6cc . .) sind projeetiv, and es ist A'Jß'OD'. . 
~/\ ABCD . . ~/\ aß'/ö . . und (nach Seite 46) auch 7\ '*^'^<^ ■ ■> 
w. z. b. w. 

Diesen Satz kann man benutzen zu einer vorläufigen Lösung 
der Aufgabe: Durch drei Punete ÄUG ausserhalb einer Curve 
zweiter Ordnung §: eine Curve zweiter Ordnung K zu legen, die 
S doppelt berührt. Durch ABC ziehe man drei Tangenten nie 
an S£ und ziehe eine beliebige vierte Tangente d. Auf il suche 
man den Punet D' für den d{J)A){D'B)iD'C) ~/\ dahc ist, er ist 
ein Punet von K. Der Punet D' wurde auf Seite IG linear ge- 
funden. Von ABC lassen sich je zwei Tangenten aa', hh', cc' 
ziehen, und so auf acht verschiedene Arten drei abc auswählen. 
Aber abc und a'b'c' ftihren zu derselben Cuitc K, so dass die 
Aufgabe vier Lösungen hat. 

Die Lösung dieser Aufgabe fiir den Fall, dass ABC ioner- 
halb liegen, oder, dass awei dieser Punete ideal sind, mnss ver- 
schoben werden. 

Die absolute Involution und die absoluten Pnnete. 
Auf der uneigenliieheu Geraden nehmen wir eine beliebige aber 
ein- für allemal bestimmte elliptische Involution an und nennen 
sie die absolute Involutioß, ihre idealen Doppelpuncte die beiden 
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absoluten Punete dei- Ebeno. Diese Involution ist dureli zwei 
Paare eiDCr sie projieirenden Strahleninvolution gegeben. Jede 
Curve zweiter Ordnung, die durch die absoluten Punete geht, 
nennen wir einen Kreis. Es wird passend sein, die absolute In- 
volution durch die Involution conjugirtev Durehmesser der Curve 
zweiter Ordnung zu definiren, die als Grundlage einer Massbe- 
stimniung sowohl als auch als HUlfsmittel zur Lösung von Auf- 
gaben zweiten Grades in der Ebene eontinuirlieh gegeben gedacht 
wird, und die schon frUher die Masseurve genannt wurde. Die 
idealen Doppelstrahlen der Involution eonjugii-ter Durchmesser 
dieser Curve sind die Tangenten vom Mittelpunete an die Curve, 
imd die idealen Berilhrungspnnete sind die absoluten Punete, die 
Schnittpuncte der unendlich fernen Geraden, als der Polare des 
Mittelpunetes, mit der Curve. Die Masacurve ist in unserer Sprache 
ein Kreis, der Masskreis. Von zwei Geraden, die durch ein 
Paar der absoluten Involution gehen, sagen wir, sie stehen senk- 
recht auf einander, sie bilden einen rechten Winkel. Wir 
wollen fortan den Ausdruck „die Elemente eines Paares einer 
Involution sind durch die Doppelelemente harmonisch getrennt" 
auch dann gebrauchen, wenn die Doppelelemente ideal sind. Als- 
dann kann man definiren: Zwei gerade Linien sehneiden eich 
rechtwinklig, wenn sie harmonisch durch die absoluten Pnncte 
getrennt sind. Die Paare einer Strahleninvolution, die die ab- 
solute Involution projicirt, stehen senkrecht aufeinander, die eon- 
jugirten Durchmesser der Masseurve und die eines jeden Kreises 
stehen senkrecht aufeinander. Eine Strahleninvolution durch einen 
Punei enthält entweder ein rechtwinkliges Paar, hat mit der In- 
volution der aufeinander senkrecht stehenden Geraden durch den- 
selben Punct ein und nur ein Paar gemein (Seite 84), oder alle 
Paare. 

Die Involution eonjugirter Durehmesser irgend einer CuiTe 
zweiter Ordnung besteht entweder aus lauter rechtwinkligen Paaren, 
dann ist die Curve ein Kreis, oder besitzt nur ein rechtwinkliges 
Paar, die Geraden dieses Paares heissen Achsen der Curve, ihre 
Schnittpuncte mit der Curve, wenn sie real sind, heissen Seheitel 
der Curve. Die Ellipse hat vier Scheitel, weil Jeder Durchmesser 
die Curve zweimal real trifft; die Hyperbel hat zwei Scheitel, 
weil von einem Paare eonjugirter Durchmesser immer der eine 
die CuiTC real, der andere ideal ti-ifft. Bei der Parabel sind die 
Durchmesser einander parallel, jeder ist dem uneigentlichen Durch- 
messer eonjugirt. Da dieser uneigentliche Durelimesser durch 
die absoluten Punete geht und jeden Punet der absoluten In- 
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volution enthält, so kann man entweder von keiner, oder wenn 
man will auch von jeder Geraden sagen, sie stehe senkrecht auf 
der u neigentliehen Geraden. Aber nur ein Durehmesser steht 
senkrecht auf der Sehaar vod Sehnen, die ihm eonjngirt sind, 
nämlich der Durchmesser, der durch die Mitten der Sehnen des- 
jenigen Parallelstrahlenhllseliels gebt, dessen Trager von dem 
nneigentlichen Puncte der Parabel durch die absoluten Puncte 
harmonisch getrennt ist. Dieser Durchmesser heisst Achse der 
Parabel, sie liefert nur einen Scheitel, wenn man nicht den un- 
eigentliehea Punet der Parabel als zweiten Scheitel ansehen will. 
Ebenso könnte man vielleicht die uneigentliche Gerade als zweite 
Achse ansehen. Um die Achse der Parabel za finden, ziehe man 
zwei parallele Sehnen {die die Curve real schneiden), verbinde 
ihre Mitten, so hat man einen Durehmesser, und damit den nn- 
eigentlichen Punct der Parabel. Maü zeichne dann zwei Sehnen 
senkrecht zu diesem Durehmesser, ihre Mitten bestimmen die 
Achse.*) Die Aufgabe, die Aehse einer Ellipse oder Hyperbel 
zu eonstruiren. ist nicht linear. Da es sich darum handelt, das 
gemeinsame Paar zweier Involutionen zu finden, so wird sie durch 
die auf Seite 84 gegebenen Mittel gehlst. Die Tangente in einem 
Scheitel einer Curve zweiter Ordnung steht senkrecht auf der 
durch diesen Seheitel gehenden Achse, denn sie gehört mit 
zu den Sehnen, die dieser Achse als einem Durchmesser con- 
jugirt sind. 

Ein Kreis geht durch die absoluten Puncte und ist deshalb 
durch drei weitere Puncte A^C vollständig bestimmt, man kann 
ihn nach Seite 81 eonstruiren. Man kann ihn aber auch durch 
die in der elementaren Geometrie gobräuchliche Construktion wie 
folgt ündeu. Man legt durch die Mitte von AB eine Gerade 
senkrecht zu (Aß), was linear ausführbar ist. Diese Gerade geht 
durch den Pol der uneigentliehen Geraden, durch den Mittelpunct 
des Kreises. Die Gerade, die senkrecht auf (BC) in der Mitte 
von BC steht, ebenfalls, die beiden Geraden bestimmen den 
Mittelpunct M. Bestimmt man dann A'B'C so, dass M die Mitte 
von AA', BB', CO ist {Seite 18), so hat man sechs Puncte des 
Kreises und findet beliebig viele weitere Puncte desselben mittels 
des Pascal'schen Satzes. 

*) Die Aufgabe, zu einer Geraden eine eenkreehte zu zielien, ist eine 
lineare, wenn die absolute Involution durcli eine sie prnjiclrende Stralilen- 
involution gegeben ist, erfordert aber die Construktion von parallelen Geraden. 
Dass die Auffindung der Parabelaulise eine lineare Aufgabe ist, wenn auch 
die Parabel nur durcli einzelne Puncte gegeben ist, wird leicht eingesehen. 
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Coneentrisehe Kreise, d. li. Kreise, die deneelhen Mittelpunct 
haben, beiiihren sieh in den absoluten Puneten doppelt, weil die 
(idealen) Taugenten an beide Kreise vom Mittelpunete beide 
in den absoluten Puneten berühren. Nicht eoneentrisehe Kreise 
sehneiden sieh ausser in den absoluten Puneten noch in zwei und 
nur zwei realen oder idealen Puneten, oder sie berühren sieh. 

Verbindet man einen Punet eines Kreises mit den End- 
puneten eines Durchmessers, so bilden diese Verbindungslinien 
(nach Seite 80) einen rechten Winkel. (Der Winke! im Halbkreis 
ist ein rechter.) 

Wann geht durch vier reale oder ideale Punete ein 
Kreis? Die vier Punete seien die Doppelpuncte von Involutionen 
auf s„Si,, die absolute Involution werde mit s^, die Punete (ssSc) 
(ScSfl)(saS(,) werden bez. mit ABC bezeichnet, und die Verbindnngs- 
linie der Ä auf Si, und Sj gepaarten Punete sei a, die dev JB 
gepaai-ten Punete sei b, die der C gepaarten Punete sei c, so 
muss das Dreieck ABC dem Dreieck (hc) (cä) {ab) perspectiv liegen.. 
Sind die Doppelpuncte auf SoSj ideale, so kann noch eine andere 
Bedingung angegeben werden. Die Schnittpuncte der idealen 
Ctcraden, welche diese idealen Piincte verbinden (Seite 87), seien 
S und S', und die Sohuittpunete der Verbindungslinien der ab- 
soluten Punete mit den idealen Puneten auf Sa seien 93S', die 
Schnittpuncte der Verbindungslinien der idealen Punete von Sj 
mit den absoluten seien SOt'. Dann ist die Bedingung dafUr, dass 
ein Kreis durch die Doppelpuncte auf s» und Si, geht, die, dass 
die Punete StSlISiB'S®' Ecken eines Vierseits sind. 

Es giebt stets zwei und nur zwei Punete, von denen aus 
die Paare einer elliptischen Involution durch eine Strahleninvolu- 
tion mit rechtwinkligen Paaren projicirt werden, diese Punete 
sind (nach Seite 89) die Schnittpuncte der Verbindungslinien der 
absoluten Punete mit den idealen Doppelpuncten der elliptischen 
Involution. Eine hyperbolische Involution lässt sich nicht durch 
eine rechtwinklige Strahleninvolution pvojieiren. 

Brennpuncte. Die Punete, in denen die Paare fUr eine 
Curve jfiT'^) conjugii-ter gerader Linien senkrecht aufeinander 
stehen, heissen Brennpuncte. Es ist nur eine andere Ausdrucks- 
weise, wenn man sie als die Schnittpuncte der von den absoluten 
Puneten an Ä"<^' gezogenen Tangenten bezeichnet, denn diese 
Tangenten sind eben die Doppelstrahlen zu .ff'^' gehöriger In- 
volutionen, deren Paare rechtwinklig sind. Ehe wir uns mit der 
Aufgabe, die Brennpuncte einer Curve zweiter Ordnung zu con- 
struiren, beschilftigen, wollen wir die dazu dualistische Aufgabe 



y Google 



100 

lüseu. — Ist eine Sh'alilemovolutioa G im Puncte G gegeben und 
eine CniTe zweiter Ordnung K'-^\ m soll eine Gerade h m ge- 
zogen werden, dass die Involution G auf ihr eine IC^^ zugehörige 
Involution hestinimt, mit anderen Worten, h soll durch zwei Schnitt- 
punkte der Doppelatrahlen der Involution G mit K*^' gelegt werden. 
Dabei nehmen wir an, dasB G nicht K^^^ zugehörig ist, in 
welchem Falle die Polare von G die Aufgabe lösen würde. 

Hat die Involution reale Doppeletrahlen und treffen beide 
die Curve, so ist die Lösung trivial, es giebt vier gerade Linien 
h, welche der Aufgabe gcaUgen. Trifft ein Doppelatrahl die 
Curve, der andere nicht, ao giebt es keine reale Lösung der Auf- 
gabe. Treffen beide Doppelsti'ahlen /f'^* nicht, so lösen die 
idealen Verbindungslinien der idealen Sehnittpunete der Doppei- 
strahlen mit K'-^'' die Aufgabe. Die Construetion der realen 
Schnittpiiukte dieser Verbindungslinien mag dem Leser Überlassen 
bleiben. 

Hat aber die Involution G ideale Doppelstrahlen, so ver- 
fahren wir in folgender Weise (Fig. 53, Taf. XII). Auf der Po- 
lare (/ von G giebt es ein und nur ein Paar conjugirter Puncte 
LM, durch die ein Paar der Involution G geht (s. S. 84), weil 
die Involution G eine elliptische ist, und G nicht zu .ff'*' gehörig 
ist. Die Puncte GLM bilden ein Polardreieck für K'-'^l Die Ge- 
raden h, welche unserer Aufgabe Genüge leisten, müssen durch 
L oder M gehen. Denn trifft die Gerade h die Gerade g im 
Puncte Q, und ist Q' der Q eonjugirte auf A, so sind (GQ) (GQ') 
sicher nicht ein Paar der Involution G, weil sonst die Involution 
G mehr als ein Paar conjugirter Strahlen besäase, und also K''''' 
zugehörig sein mtisste, was gegen die Voraussetzung ist. — Auf 
einer Geraden durch L, die (GM) in M' trifft, ist LM' ein Paar 
conjugirter Puncte, und zwar ein Paar, das auf einem Paare der 
Involution G liegt. Nun seien nn' ein Paar in G, nn' sind durch 
(GL) {GM) getrennt, weil G eine elliptische Involution ist. Den 
Puneten ASC . . auf n seien die Puncte A'B'O' . . auf n' eonjugirt, 
ßo ist ABC . . J\ A'B'C' . . Projieirt man diese Punkte von L aus, 
so bilden die Strahlen L{AA'.Bli'.CG . ) eine Involution, denn 
g und {LG) sind ein Paar. Ist h ein Doppelstralil dieser In- 
volution, so löst er unsere Aufgabe, denn er enthält ausser L und 
\{GM.) h] noch ein Paar conjugirter Puncte, etwa FF'. Ebenso 
giebt es in M eine Involution, deren Doppelstrahlen die Auf- 
gabe lösen, aber nur in einer dieser beiden Involutionen in L 
und M sind die Doppelstrahlen reale, so dass nur zwei reale 
gerade Linien der Aufgabe genügen. Denn wird von X aus 
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die Involution AÄ'.BB'. . durch Strahlenpaare projieirt, die durch 
tj, (GL) nicht getrennt sind, ao wird dieselbe Involution von M 
aus durch Strahlen projieirt, die durch g {GM) geti'ennt sind, 
weil nn' durch LM getrennt sind. Die eine der Involutionen in 
L und M ist demnach elliptisch, die andere hyperbolisch. — Liegt 
G auf ^®, HO wird diese Lösung binföllig, weil 1/ durch G geht. 
In diesem Falle sei t die Tangente in fr (die Polare von G), f die 
f in G gepaarte Gerade. Dann muss die gesuchte Gerade durch 
den Pol Q von (' gehen, der auf t liegt. Denn trifft die Gerade 
A die Tangente t in B, dessen Polare r ist, so ist tr nicht ein 
Paar der Involution G, wenn E nicht anf Q fällt. Sind nun nn' 
ein Paar von G, und sind den Puncten ABC . . auf w die Punete 
A'B'C . . auf n' conjugirt, eo Ist ABC . . ~/\ A'B'C. ., weil G sieh 
selbst conjugirt ist. Die Verbindungslinie des Perspeetivitätseentrums 
mit Q ist die gesuchte Gerade ä, denn es gehen zwei Sti'ahlen- 
paare der Involution G nämlich W, nn' durch conjngirte Paare 
auf ihr. Es giebt in diesem Falle nur eine Lösung, man kann 
etwa die Tangente t als Nebenlösung ansehen, weil sie von jedem 
Strahle der Involution G im Träger G derselben getroffen wird, 
der sieh selbst conjugirt ist, von der Tangente selbst aber in 
jedem Pnncte getroffen wird, und jeder Punet auf t wiederum G 
conjugirt ist. 

Die dualistische Aufgabe, die die Brennpnnctsaufgabe als 
speeiellen Fall enthält, lautet: Ist eine Punctinvolution g auf der 
Geraden g gegeben, und eine Cnrve zweiter Ordnung X""^', so soll 
ein Punct H so bestimmt werden, dass die Paare conjugirter ge- 
rader Linien durch II der Involution g perspectiv liegen , mit 
anderen Worten, es sollen die Schnittpuncte der durch die Doppel- 
punote einer Involution g gehenden Tangenten an /iT*^' gezeichnet 
werden. 

Hat die Involution g reale Doppelemente, und giebt es durch 
jedes derselben reale Tangenten an K'^'>, so ist die Lösung der 
Aufgabe trivial. Es giebt vier Tangentensehnittpuncte. Giebt es 
von einem Doppelpuncte reale Tangenten, von anderen nicht, so 
giebt es keine realen Schnittpuncte derselben, giebt es von keinem 
reale Tangenten, so giebt es keine realen Punete H, wohl aber 
lassen sieh zwei Involutionen auf realen Geraden angeben, deren 
ideale Doppelelemente der Aufgabe geniigen. Die Untersuchung 
dieses Falles bleibt dem Leser überlassen. 

Ist die Involution auf g eine elliptische (Fig. 54, Taf. XII), 
so giebt es ein und nur ein Paar durch den Pol G von g gehender 
conjugirter Geraden Jm, die durch ein Paar der Involution auf 
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g gehen, weil diese elliptisch ist und weil wir den trivialen Fall 
anssehliessen, dass g eine K'-'^' zugehörige Involution ist. In der 
Zeichnnug ist fllr g die absolute Involution genommen. In jedem 
Pnnet auf l, der mit (gni) die Gerade ni' bestimmt, ist hn' ein 
Paar coujugirter Strahlen fftr Ä"'^>, das zugleich durch ein Paar 
auf g geht, weil Inig ein Polardreieck bilden. Ebenso sind m 
und eine durch einen Punet auf m und durch (^l) gehende 
Gerade ein Paar conjugii'ter Strahlen, die durch ein Paar auf g 
gehen. Die Puncte H, welche vmserer Aufgabe genügen, mlissen 
nothwendig auf l oder m liegen. Denn verbindet man H mit G 
durch q, und ist q' der q eonjiigirte Strahl durch H, so bestimmen 
qq' auf g Punkte, die kein Paar sind, weil sonst g zu K^''-^ ge- 
hören mtisate, was gegeu die Voraussetzung ist. — Nun seien 
NN' ein von {gl) (gm) verschiedenes Paar der Involution auf g, 
es ist durch (ßl)(gm) getrennt. Den Geraden a&c .. durch Ä" seien 
die Geraden ß'&V.. durch iV conjugirt, so folgt, dass abc..~/\ 
a'b'e". . ist. Diese Geraden bestimmen auf ? eine layoliüion l{aa'.W. 
cc' . .), denn und [lg) bilden ein Paar, Ist E ein doppelter Pnnct 
der Involution, ein Schnittpunct der durch die Büschel alc . .J\ a'h'c' . . 
erzeugten Curve mit l, so ist er eine Lösung der Aufgabe, denn 
er enthält ausser dem Paare l(H(gm)) noch ein Paar conjugirter 
Strahlen, etv^a,pp', welche durch ein Paar der Involution auf r/ gehen, 
nämlich die beiden entsprechenden Strahlen der Gebilde abc . ., 
a'h'd.., die sich in K auf l treffen. ■ — Es giebt nur auf einem 
der Strahlen hn reale Punete H, denn treffen die Strahlen aa' die 
Gerade l in Puncten, die durch G{lg) nicht getrennt sind, so treffen 
diese Strahlen m in Puncten, die durch 6(ritg} getrennt sind, so daes 
die eine Involution eine elliptische, die andere eine hyperbolische ist 
Es giebt demnach nnr zwei reale Pnncte H, die der Aufgabe 
genügen. Ist wie in der Zeichnung y die absolute Involution, G 
der Mittelpunct von K''^\ so sind Imi die Achsen der Cuito, und 
in den Puncten H stehen Kwei Paar conjugirter gerader Linien, 
mithin alle Paare auf einander senkrecht. Die Punete H sind 
die Brennpunete. (In der Zeichnung sind aß . . die Pole der Ge- 
raden ab . .) Die Brennpunete liegen auf den Achsen, aber es 
giebt nur auf der einen Achse reale Brennpunete. 

Bei der Parabel ist der Träger der absoluten Involution 
Tangente, es giebt von jedem absoluten Punete nur noch je eine 
Tangente an die Cnrve, ihr Schnittpunct bestimmt den einzigen 
vorhandenen Brennpunet, er liegt auf der Achse, weil dureli jeden 
Punet, der nicht auf der Achse liegt, der Durchmesser und die 
ihm eonjngii-te Gerade ein nicht rechtwinklichea Paar bilden. 
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Legt mau diireli eiu Paar der abaoluten Involution Parallelstralil- 
üjüsehel (d.li. zeieboet man zwei ParallelstralilbUeeliel, deren Strablen 
anf einander senkveebt steben), so sind die eiuander conjugirten 
Strablen dieser Biisebel einander perspectiv, weil die nneigentliebe 
Gerade ein sieb selbst entsprecbender Stvabl der Büscbel ist. Der 
Sebnitt der Pei-epeetivitätsachee dieser Biisebel mit der Parabelaehse 
ist der Brennpnnct. Die Punete der unendlieb fernen Geraden 
könnten etwa als uneigentliche Brennpunote angesehen werden, denn 
in ihnen schneiden sich zwei {zusaiömenfallende') Tangenten von 
den absoluten Pnneten an die Parabel, doch ist dies nicht üblich. 
Höchstens der uneigentliche Punct der Parabel selbst wird wegen 
anderen Eigenschaften als zweiter Bvennpunct angesehen. — Beim 
Kreise ist die absolute Involution eine zugehörige, der Mittelpunct 
ist der einzige vorhandene Brennpunct. 

Jedes rechtwinklige Paar eonjugirter gerader Linien ist darch 
die Brennpunote harmouiseh getrennt. Das rechtwinklige l'aar 
aa! unserer Zeichnung trifft l in Puncten, die von den beiden 
Brennpuncten harmonisch getrennt sind, weil sie ein Piar der 
Involution sind, deren Doppelpunete die Brennpunote bilden Die 
Puncte ATV' waren willkürlich, d. b. man kann ein beliebiges 
rechtwinkliges Paar fllr die Linien aa! zur Autsuchung dei Brenn- 
punote nehmen, womit der Satz allgemein erwiesen ist Nennt 
man die Gerade, die in einem Pancte der Curve ÜT'^' auf der zu- 
gehörigen Tangente senkrecht steht, „Normale", so hat man den 
Satz: Tangente und Nonnale einer Curve zweiter Ordnang sind 
dnreb deren Brennpuncte havmoniseb getrennt, FUr die Parabel 
gilt dieser Satz, wenn ihr uneigentlieher Pnnet als zweiter Brenn- 
punct angesehen wird. 

Aufgabe. Eine CuiTe zweiter Ordnung K'^^' zu construiren, 
wenn ihre beiden Brennpnnete und eine Tangente gegeben sind. 
Diese Aufgabe ist bereits auf Seite 86 gelöst, denn es sind zwei 
Paare idealer Tangenten und eine reale gegeben. Man kann aber 
auch wie folgt verfahren. Die Tangente i trifft die Verbindungs- 
linie l der Brennpunote Ji und B! in einem Punct Q, die Normale 
gebt dnreb den Punct Q', der von Q durch Äff' auf l bannonisch 
getrennt ist. Zieht man dnreh ihn eine Gerade rechtwinklig zu 
t, so ist der Sebnittpunct T der Beiührungspunct, M, die Mitte 
von HB.', ist der Mittelpunct der Curve. Construirt man 2" so, 
dass M die Mitte von TT' ist, so ist 2" ein zweiter Punet der 
Curve, und t', eine Parallele zu t durch T', ist eine zweite Tan- 
gente, weil die Tangenten in den Endpuneten eines Durchmessers 
einander parallel sind. Zieht man durch TT' je eine Parallele 
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zu den (dnreh die Brennpuncte unmittelbar gegebenen) Achsen 
der Curve, so liefert der Schnitt dieser Geraden (nach Seite 81} 
einen zweiten Punct der Curve. Nnn hat man. fünf reale Ele- 
mente derselben, die die Curve eindeutig bestimmen. 

Curren zweiter Ordnung mit denselben (realen) Brennpuncten 
heissen confoeal. Haben zwei eonfocale CuiTen einen Pimct ge- 
mein, so sehneiden sie sieh dort (d.h. ihre Tangenten schneiden 
sieh dort) rechtwinklig. Denn durch jenen Punct giebt es nur 
ein rechtwinkliges Paar (Seite 87) von Geraden, die durch die 
Brennpuncte harmonisch getrennt sind. Tangente und Nonnale 
der einen Curve in diesem Punete müssen deshalb Normale und 
Tangente der andern Curve sein. 

Will man nachweisen, dass jede nicht in ein Geradenpaar 
zerfallende Curve zweiter Ordnung die Pi'ojeetion eines Kreises 
ist, so muss man, wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, 
der Natur der Sache nach noch einmal räumliche Anschauungen 
heranziehen. — Die Curve .ff*^' liege in der Ebene E, g sei eine 
Gerade, die K'-^'' nicht real trifft. Eine Ebene F werde durch g 
gelegt und in ihr ein Punet M bestimmt, der die Involution eon- 
jugirter Punete auf g und die absolute Involution von F gleich- 
zeitig projieirt. Projiciren wir nun von M aus ff*^* in eine 
Ebene F die F parallel ist, so projiciren wir Ä"*'* auf eine 
Curve zweiter Ordnung ß'^' in J^ die durch die absoluten Punete 
von F und F geht, also auf einen Kreis. Dass die Projeetion 
einer Curve zweiter Ordnung wieder eine Curve zweiter Ordnung 
ist, und dass eine Involution conjngirter Punete fllr K'^''' auf eine 
Involution conjngirter Punete für ß<^' projieirt wird, ist leicht zu 
ei-weisen, man muss aber dazu natürlich räumliehe Betrachtungen 
heranziehen, weshalb wir nicht weiter auf diese Untersuchungen 
eingehen. Die Projeetionsstrahlen von M nach -ST'*' und S'^ 
bilden einen Kegel, will man im Sinne der Alten die CuiTen 
zweiter Ordnung Kegelschnitte nennen, so wäre man im Grunde 
durch die eben ausgeführten Betrachtungen dazu nicht voll be- 
rechtigt, denn die Alten verstanden darunter die Schnitte eines 
geraden Kegels, während der eben eonstruirte im Allgemeinen 
ein schiefer ist. Es wird gleichwohl nicht anstössig sein, die 
Curven zweiter Ordnung auch Kegelschnitte zu nennen. Jeden- 
falls ist gezeigt, dass sie als Projeetionen eines Kreises aufgefasst 
werden kiJnnen. 
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Kapitel V. 

Kegelschnittbüschel und Kegelschnittschaaren. 

Dureli vier I'unete giebt es eine einfach nnendlieiie Maanig- 
faltigkeit von Kegel selinitten, die man Kegelaelmittbüsehel nennt. 
Denn legt man durch einen der vier Pnocte, die die Grund- 
puncte des BIlBchek beisseii, eine Gerade, so trifft jeder Kegel- 
schnitt diese Gerade noch in einem weiteren Pnnete, und jeder 
Pnuct auf ihr bestimmt einen Kegelschnitt der iVIannigfaltigkeit 
Die Kegelschnitte des Büschels und die Pnncte der Geraden 
stehen in einciudeutiger Beziehung zu einander, der Bilaebel ist 
daher von gleicher Mächtigkeit als die gerade Punetreibe. Diese 
Betrachtung ist allerdings eigentlich nur zulässig, wenn unter 
den Gmndpuneten sieh ein realer vorfindet, der Satz wird sieb 
jedoeh später auch für Bttsehel mit lauter idealen Grundpnneten 
als richtig ergeben. — Die Kegelschnitte, die vier gemeinsame 
Tangenten haben, stehen den Büscheln dualistisch gegenüber, 
sind also auch von einfach unendlicher Mannigfaltigkeit. Man 
ist übereiugekommen die letztere Mannigfaltigkeit eine Kegel- 
sebnittsehaar zu nennen, man könnte sie auch einen Büschel 
von Büscheln zweiter Ordnung nennen. 

Wollte man als massgebendes Princip gelten lassen, dass 
Betrachtungen von allgemeiner Gültigkeit solchen von partieularem 
Geltungsbereiche vorzuziehen seien, so würde man sogleich mit 
einer solchen Theorie der Büschel und Sehaaren zu beginnen 
haben, die keinen Unterschied macht zwischen BUseheln mit 
realen oder idealen Gmndpuneten, und Schaaren mit realen oder 
idealen Grundstrahlen. Ein solches Princip in der reinen Geo- 
meti'ie aufzustellen, halte ich aber flir verkehrt. Es liegt für den 
Fall realer Grundelemente mancher Satz auf der Hand, der bei 
idealen erst mit einem gewissen Aufwand von Scharfsinn er- 
wiesen werden kann , und diese Besonderheit ist an sich inter- 
essant. Die reine Geometrie verfährt synthetisch, und es liegt eben 
in der Natur der Synthese, dass sie vom Besondern zum Allgemeinen 
führt. Man ist erfreut, schliesslich zu allgemein gültigen Sätzen 
und Construktionen zu gelangen, wählt aber zur Erreichung dieses 
Zieles den Weg der Ei'weiterung , während man sonst wohl von 
allgemeinen Sätzen durch Speeialisimng zu Besonderheiten ge- 
langt. — Der einfachste Büschel ist der, der vier reale Grundpunete, 
die einfachste Sehaar ist die, die vier reale Grundstrahlcn ent- 
hält, diese Gebilde behandeln wir zuerst. 
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Eia Bliseliel mit vier realen Gnindpnncten besitzt secba 
Doppelsebnen, (d. b. Sebnen, die mit allen Kegelscbnittec des 
BUsübols zwei Sehiiittpunete gemein haben), nämlich die sechs 
Seiten des ans den vier Griindpnncten gebildeten Vierecke. — 
Durch die Bezeichnung Secante oder Sehne wird eine Gerade zn 
einer Ciutc in eine Beziehung gesetzt, indem man auf ihr so- 
gleich an die Schnittpuncte mit der Curve denkt. Läsat man 
auch ideale Schnittpuncte zu, was durchaus sachgemäss ist, so 
kann jede Gerade Secante genannt werden. Es macht sieb das 
Bedttrfiiiss nach einer Bezeichnung geltend, welche ebenso einen 
Pnnct zu einem Büschel zweiter Ordnung oder zu den Tangenten 
einer Curve zweiter Ordnung in Beziehung setzt, welche ihn als 
Schnitt- oder Kreuzungspunct von zwei Strahlen des Büschels 
oder von Tangenten der Curve kennzeichnet, wobei die Tangenten 
auch ideale sein können. Bis ein passenderes Wort gefunden 
wird, will ich einen Punet, der in der besprochenen Beziehung 
zu einer Curve zweiter Ordnung gedacht wird, einen Krenz- 
punct nennen. ^ Eine Kegelscbnittschaar mit vier reellen Tan- 
genten besitzt sechs Doppelkreuzpnncte, die Ecken des Vier- 
seits, dessen Seiten die vier Grundatrahlen *) sind, Die dureh 
die Doppelkreuzpuncte gehenden Tangenten sind dieselben fllr 
alle Curven der Sehaar. 

Der KegelsebnittbUscbel enthält als epeeielle Fälle von Curven 
zweiter Ordnnag drei Geradenpaare in sich, jedes Paar besteht 
aus einem Paare von Doppelsehnen, die gegenüberliegende Seiten 
des Grundpunetvierecks bilden. Die Kegelscbnittschaar enthält 
als specielle Fälle von Bttseheln zweiter Ordnung drei Punctpaaro 
(Träger linearer BUscbel) in sich, jedes Paar besteht ans einem 
Paare gegenüberliegender Ecken des Grundstrahlenvierseits. 

Polar dr ei eek des Curvenbftsehels und Polardrei- 
eek der Cnrvenschaar, Die Nebenecken des Grundpunetvier- 
ecks bilden ein Dreieck, welches ein gemeinsames Polardreieek 
flir alle Kegelschnitte des Büschels nach dem Mae Laurin'scben 
Satze ist, und die Nebenseiten des Grundstrahlenvierseits bilden 
ein gemeinsames Polardreiek für alle Curven der Schaai'. 

Die Ctwven eines Kegelschnitthüsehels bestimmen auf einet- 
Geraden g durch ihre Schmttpimete eine Invol/uUon, tmd die Curven 
einer Sehaar bestitimien in einein Puncte G dtirch die tre/fvnäen 
Tangenten eine StraMeninvoUiUon. 

*) Bei zwei Kreisen befinden sich unter dcu Dopp cl kreuz pimuten die 
Aehntietikeitspuucte. 
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ASCII (Fig. 55, T;if. XIIIJ seien die GruiulpiiMte eines 
Keg'clsehnittbliscliels, und die Gerade g treffe (BC) in F. Durch 
P legen wir eine Gerade p die (AB) in U, (DC) in V trifft. 
Trifft nun u{DU) g in L, und trifft v{ÄV) <j in M, so ist 
ABCBLM ein PaseaVsehes Seelisecltseelisseit. Ein Kegelschnitt 
des Büschels {ABCI)) — durch die Gruudpuncte Itann ein solcher 
passend bezeichnet werden — geht durch L und M. Verändert 
man p in p,p.i . ., so geben L und M in LiL-i . ., MiM% . . über 
und es ist ii|-tj - ■ A ^^\^i ■ ■ Fällt i in dei Reihe der Punete 
LiL-i . . auf M, so föllt M in der entapreohendeü Reilie MiM-i . . 
auf L, weil durch ftlnf Punete ein Kegelschnitt vollständig be- 
stimmt ist. Die Ciirvcnsehnittpuncte LM . L^lly . L^M^ . . sind 
in Involution, w, z. b. w. Der zweite Theil des ausgesprochenen 
Satzes bedarf wegen des Prineips der Dualität keines Beweises. 

Die Cwrven, eines Büschels bestimmen auf swei Geraden äurcfi 
einen Grundptmct oder durch ztvei Grundpuncte projective Beihen. 

Legt man (Fig. 56, Taf. XIII) durch den Gmndpunct B eine 
Gerade g, welche die Curven KK'K". . des BUscfaels in XX'X'. . 
trifft, und sind tl't". . die Taugenten an diese Curvea in A, so ist 
tt't"..J{XK'X".. Es sei ^Fdie Tangente an -ff, so bilden AABXCB 
ein Pascal'sehes Seehseckseehsseit, wenn X auf K liegt, also 
eebneiden sieh t{AA) und {CX) in Y auf der Geraden (DT), die 
fest bleibt, wenn K sich ändert. Die linearen Büschel U't". . und 
C(XX'X". .) sind perspectiv, und also ist XX'X". . 7\ U't". ., w. z, b. w. 

Man kann die Curven den Tangenten t in einem Grundpuncte, 
oder den Schnittpunoten auf einer Geraden durch einen Gnind- 
punet projeetiv zugeordnet nennen. Legi man verschiedene Ge- 
rade (/ durch verschiedene oder auch durch denselben Grund- 
punct, so sind die Sehnittpuucte den Curven (den Tangenten in 
einem Grundpuncte), also unter sich projectiv. 

Fallen zwei Grundpuncte eines Curvenbttschels in einen zu- 
sammen, so heiest das, die Curven des Büschels haben in jenem 
Punete eine gemeinsame Tangente. In diesem Falle bestimmt 
der BUaehel (AABC) auf zwei Geraden ()(/ durch A nicht bloss 
projective, sondern perspective Reihen. Die Curven KK'K". . 
treffen g in Puncten XX'X". . die von A verschieden sind, 
uud nur die in das Geradenpaar (AB)(AC) zerfallende Curve 
ti-ifft (7 nur einmal in A. Dieselbe zerfallende Curve trifft auch 
g' nur in dem einen Punete. Dieser ist also ein sieh selbst ent- 
sprechender, die Gebilde auf (/ff' sind perspectiv. 

Wir benutzen den CurvenbUschel (AABC) zum Beweise 
des folgenden Satzes: Ist AÜU'Ü". .~/\ AVV'V".. und ist AUVX 
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Ä AÜTX' Ä AÜ"V"X" Ä . V 80 ist auch ÄÜVU". . Ä AXX'X". . 
~/\ AVV'V". . und die drei Punctreilien haben gemeinsame sieh 
selbst entspreehendc Fun(!te.7Hni«Ua4H<V)MiH^i6«ii«. 

Wir legen durch A eine Gerade g und heatimmen auf ihr 
drei Pnncte üVX so, dass AUVX dem Wnrfe aßyö projeciiv ist. 
Durch die Punete UVX ist je eine Cnrve des Büschels (AABC) 
bestimmt, ee seien die Curven K^K^K^. Diese Curven werden 
von den durch A gehenden Geraden g'g". . hez. in den Puncten 
VVX; U'VX",.. getroffen. Von B projieiren wir AUVX, 
AU'V'X'.. durch auvx, au'v'af.., so ist auvx ~/\ au'v'x" '/\ au"v"x" 
~/\ .■~/\ aßyd. Aber nach Seite 36 ist gg'g". ■ 7\ uu'u". . 7v vv'v" 
X xx'x". . Ist nun umgekehrt in einem linearen StrahlbUsohel 
B auvx X <iu'v'x' X au'Vx" Ä . ■ A "^/'^ ^''^^ ^^^ auu'ti". . 7\ a-ov'v". ., 
80 ist auch auu'u". . /\ axx'x". . Zum Beweise nehmen wir auf 
a einen Punct A und in ihm eine Gerade t Auf dem zweiten 
sieh selbst entsprechenden Strahl der projectiven Eeihen auii'. ., 
aw'. . nehmen wir noch einen Punct C an, und fassen nun den 
KegelschnittbUsehel (AABC), in dem t gemeinsame Tangente ist, 
ins Auge. Auf einer Geraden g duroh A bestimmen wir die 
Pnncte A1JVX~/\ aßyö als die Sehnittpnn ete von g mit auvx. 
Durch diese Punete legen wk die Curven K^KvK^ des Büschels 
(AuABG). AC werde mit h, ißC), der zweite Doppelstrahl der 
projectiven Reihen mm'.. 7\ avv'.., werde mit h bezeichnet. 
Nehmen wir nun htgg'g". . ^ ÄwiMf'«". . an, so schneiden sieh die 
entsprechenden Strahlen auf K^. Da kmiu'. . ']\ kavv' . . ist, so ist 
htgg'g"- ■ A ^<^i>v'v". . und die entsprechenden Strahlen ti'effeu sich 
in der Curve S^ des BUsehels {AABC). Treffen die Geraden 
gg'g". . den ■Kegelsebnitt K^ des Büschels in XX'X". ., so ist 
AUVX Ä AUV'X' Ä . . Ä «/^/«^ und also ist mivx 7\ om'v'x' ~/\ . . 
'/\aßjd. Da sieh aber die Strahlen tgg'g".., ax^x".. hez. auf 
ff"s sehneiden, so ist tgg'g"- . Ä axc^x". . a auvt'vl'. . und /; ist der 
zweite in den letzteren projectiven Gebilden sieh selbst entsprechende 
Strahl. Der oben ausgesprochene Satz ist demnach für Strablen- 
bUschel eiTviesen, gilt aber natürlich ebenso für Punctreihen. 

Den allgemeinen Satz zu erweisen: ist '{JV''ü"..']\Yy'V.. 
'J{WW'W".., und sind den drei Projeetivitäten zwei Punete entr 
sprechend gemein, und ist VVWX-f^ C'F'Tf'XÄ ?^"F"TP'X"7\ .., 
so ist auch VU'V". . 7\ XX'X". ., kann man sieh in ähnlicher Weise 
des Kegelschnittbüsehels ABCD bedienen. Man greift zu diesem 
Zwecke aus dem Büschel {ABCD) vier Kegelschnitte heraus 
K^KyK„K^, die dem Wnrfe VVWXJ, aßyd projeetiv sind, legt 
durch A die Geraden gg'^'. . die die vier Kegelschnitte bez. in 
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ÜVWX, VVWX; TJ"V"W"X".. treffen. Die Geraden im'..{BU, 
BW. .) sind 7\ gg'g". ., w'. . {BV, BT'. .) sind 7\ gg'g"- ■, die Geraden 
ww'w". . {BW, BW, BW". ) sind A gsY- ■- wenn ÜVW, TTfW'. . 
die Curven K^E^K^ durehlanfen. Wird nun UVWX, Ü'V'W'X'.. 
der Bedingung gemäss dem Wnrfe aßyä projeetiv zu sein, be- 
stimmt, so dureblaufen XX'. . die Curve K;^ des Büschels, und es 
ist xx-x".. {BX, BX', BX"..)~/\ gg'g".., und folglieh mi'u".. 
Ä xx'x". ., w. z. b. w. Ist IQ die in {AC){BD) zerfallende CuiTe, 
so erhält man den oben bewiesenen speeiellen Fall wieder. 

Ist 6 ein Bund auf eimer gemeinsamen Tcmgente a einer 
Kegelschnittschaar {ahcd} und ist G' ein Fund auf derselben oder 
emer andern gemeinsamen Tangente derselben Schaar, so bilden 
die von O wnd G' an die Curven der Schaar gesogenen Tangenten 
projedive lineare Strahlenbiiscliel, die auch den Punctreihen, die 
von den Stütspunden der Chirven der Schaar a/uf einer gemein- 
samen Tangente bestimmt werden, projediv sind. Die Otirven 
der Schaar selbst können den Stützpunden auf einer gemeinsamen 
Ttmgente, oder dem TangentenbüsekeJ in G projeetiv genannt 
werden. — Diese Sätze als dualistische zu den vorigen bedürfen 
keiner weiteren Erörterung. 

Ein Kegelschnittbtisehel mit zwei realen und zwei aggregirt 
idealen Grundpuneten läast eine besondere Erzeugungsait zu, die 
zu Sätzen über die sieh selbst entsprechenden Elemente pro- 
jectiver Verwandtschaften führt (Fig. 57, TafXIII). 

Auf einer Geraden s liegen zwei projective Punctreihen 
ABC.., A'B'C. Projicirt man die Reihe ABC., von einem 
Punete P| dnreh den StrahlenbUschol P[ {ABC. ,), die zweite von 
einem Punete X der Geraden g, welche s in L' schneidet, durch 
den Büschel X{A'B'C'.), so schneiden sieh die entsprechenden 
Strahlen dieser Büschel in einem Kegelschnitte K^. Lässt man 
X auf der Geraden g laufen, so erhält man eine Reihe von Kegel- 
schnitten, welche durch zwei feste Punete gehen, nämlich dnreh 
P, und den Punct F-i auf g, welcher durch den Strahl P<,L be- 
stimmt wird, wenn L der dem Functe L' der Reihe A'B'C. . enf^ 
sprechende Punct der Reibe ^£C . ist. Besitzen die prüjeetiven 
Puncti-eihen reale sieh seihst entsprechende Ptmcte, etwa Pai'4, 
HO ist es selbstverständlich, dass auch diese auf dem Kegelschnitt 
Kx liegen, und dass die Reihe einen Btisehel mit den Grund- 
puncten P1P2P3P4 bildet. Giebt es aber keine realen sich selbst 
entsprechenden Punete, so ist es vom Siandpunct der reinen 
Geometrie nicht ohne Weiteres klar, dass die Kegelaehnittreihe 
einen Büschel bildet, für den die Gerade s eine allen Individuen 
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des Büschels gemeinsairie, die Clivvcü ideal treffende Seime ist, 
die mit der F^Pi verbindenden Geraden s' zusammen ein Paar 
bildet. Es läast sich dies aber wie folgt erweisen: 

Dem Puncte 2' der Reihe ABC . . entspreche der Puuct T' 
der Reihe A'B'C'.., als Punet der ersten Reihe werde T mit S 
bezeichnet, und ihm entspreche in der zweiten Reihe der Punet 
S'. Die Punete S und 1" fallen also znsammen. Die Strahlen P|S 
und XS' schneiden sich in U auf K^, P,T und XT{XS) in V 
auf iC, P,r nnd XU schneiden sich in ^, P.X und UV in B, 
Qlt gehe durch den Punet S auf s. Dann sind die Strahlen 
g^R, QUS', QS, QVT und also die Punete XS'ST harmonische, 
nach bekannten Sätzen über das eingeschriebene Viereck. Die 
Polare von 8 in Bezug auf K^ ist QR und also sind S2 fUr 
diesen Kegelschnitt conjugirte Punete. Aendert man die Lage 
von X auf g, so bleiben TS8' fest und also bleibt auch 2 fest 
als vierter harmonischer Pnnct zu den dreien. S2 sind deshalb 
fdr alle Kegelschnitte K^ conjugirte Punete. Da S auf s will- 
kürlich gewählt wurde, so folgt daraus, dasa auf s ein Paar von 
Puncten, die fttr einen Kegelschnitt K^ eonjugirt sind, es für alle 
Kegelschnitte der Beihe sind, dass s eine ideal schneidende ge- 
meinsame, eine Doppeleehne der Reilie ist Eine zweite gemeinsame 
Sehne ist s', und da sieh ss' nicht in einem gemeinsamen Punete 
der Cnrven K^ sehneiden, so bilden sie ein Paar, die Kegelschnitte 
bilden einen Büschel durch die realen Punete P|Pä und die 
idealen Doppelpunete der Involution S2^ auf s, die als die idealen 
sich selbst entsprechenden Punete der Verwandtschaft AUG.. 
/\ A'B'C. . anzusehen sind. — Hieraus schliesst man noch, dass 
man eine Punctinvolution erhält, wenn man in zwei projectiven 
Reihen auf einer Geraden zu einem Punete S als Punet der ersten 
Reihe den entapreehenden Punet S' der zweiten Reihe bestimmt, 
dann zum Punete S als Punet der zweiten Reihe den entsprechenden 
Punet T der ersten Reihe, und endlich den Punet S so bestimmt, 
da^s TSS'l! vier hannonische Punete sind. S und 2 bilden ein 
Paar der InvolntioD, und diese ist durch die gegebene Projectivi- 
tät völlig bestimmt. Man erhält so eine bestimmte Involution, 
deren Doppelpunete die sich selbst entsprechenden Punete der Ver- 
wandtschaft ABC . . ~/\ A'S'C . . sind, gleichviel ob diese real 
oder ideal sind. 

Projicirt man von zwei Puncten PtP^ einer Curve K zweiter 
Ordnung die Puucte dieser Curve auf eine Gerade g, dann von 
zwei andern Puncten P|Pi aus, so erhält man auf g zwei ver- 
schiedene projective Punetreihen paare, etwa ABC ..~/\ A'B'C. . 
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und ABC 7\ Ä"B"C".., aber die Involution, die die duppolten 
Pnnete dieser Projeetivitäten bestimmt, ist bei beiden dieselbe, 
nämliclt die Involution der für K conjugirten Pnnete auf g. Man 
vergleiche Segre: Le eoppie di elementi imaginari ete. Torino 
Mem. 1886. 

Hier mögen einige Sätze über Involutionen eingeschoben 
werden. — Legt man eine Punetinvolution auf eine Ciirvc zweiter 
Ordnung K, so liegt das Involutionscentrum G ausserhalb, wenn 
die Involution reale Doppolpunete hat. Jede Gerade dureh G 
bestimmt ein Paar der Involution, es sind die Doppelpnnete der 
Involution conjugirter Punete auf der Secante. Da G ausserhalb 
K liegt, so giebt es Seeanten, die die Curve in idealen Pnneten 
treffen. Eine hyperbolisehe Involution besitzt demnach Paare, die 
aggregirt ideale sind, wir nennen sie wie die realen Paare Ton 
den Doppelpuncten harmonisch getrennte Punete — Ist 
die Involution auf K elliptiseli, so liegt G inneiliilb Ä jede Ge- 
rade durch G trifft die Curve in realen Punctcn Eine elhptisehe 
Involution besitzt demnach keine aggregirt idealen Elementenpaare. 
Hier entsteht die Frage, wann bilden die bcidpn Doppelpunete 
einer elliptischen Involution ein Paar einer Lypeibolisehen Involu- 
tion, oder wannisteinPaar aggregirt idealer Puncto von einem Paare 
realer Punete harmonisch getrennt? Nimmt man die beiden In- 
volutionen als Punctinvolntionen auf einer Curve zweiter Ordnung 
an, — jede Involution lässt sich eineindeutig auf eine krumme 
Punetinvolution beziehen, sodass die Allgemeinheit durch diese 
Annahme nicht beschränkt wird — so enthält die InvoJutionsaehse 
c der elliptischen Involution die beiden idealen Doppelpunkte 
derselben, sollen diese ein Paar der hyperbolischen Involution 
sein, so muss das Involutioaseentrum H der letzteren auf der 
InvolutioDSaehse e liegen, woraus weiter folgt, dass das lovolutions- 
centi-um U der elliptischen Involution auf der Involutionsaehse h 
der hyperbolischen Involution liegen muss, weil Invoiutionscentrum 
und Achse Pol und Polare von einander sind. Es müssen folglich 
die Doppelpunete der hyperbolischen Involution ein Paar der 
elliptischen Involution sein; dies ist die gesuchte Bedingung. 

Das gemeinsame Paar zweier elliptischen Involutionen bildet 
die Doppelpunete der hyperbolischen Involution, iu der die idealen 
Doppelpunete der beiden elliptischen Involutionen ideale Paare 
sind, oder zwei Paare idealer Punete bestimmen eine hyperbolische 
Involution, die idealen Paare sind von den Doppelpuncten der 
hyperbolischen Involution gleichzeitig harmonisch getrennt. Zwei 
aggregirt ideale und zwei reale Punete bestimmen eine hyper- 
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bolische Involution, von der sie Paare sind, definirt man Dämlich 
die beiden Punctpaave als Doppelpunkte von Involutionen, so 
giebt das gemeinsame Paar die Doppelpunete der Involution; in 
der jene beiden Elementenpaare je ein Paar sind. 

Aufgabe, Von einer Involution sind zwei Paare gegeben, 
von denen eins oder beide ideal sind, man soll zu einem weiteren 
Punete den zugeordneten der Involution finden. ■ — Man snohe 
nach den oben gegebenen Sätzen die immer realen Doppelpunete 
der durch die beiden Paare gegebenen Involution, der durch diese 
von dem weiter gegebenen Punete harmoniBch getrennte ist der 
gesuchte. Ein weiter gegebenes Element kann nicht ideal sein, 
weil ein solches das aggregirte Element immer von selbst mit 
bestimmt, und es kann sieh nur um die leicht zu entscheidende 
Frage handeln, ob ein weiter gegebenes Paar aggregirt idealer 
Elemente zu der durch die beiden ersten Paare gegebenen In- 
volution gehört oder nicht. 

Sind XX./iß.a^. ßtj, X'X' . li'fi' . a^' . ßij', X"X" . /i"fi" . a§" . ßfj", . . 
InvohiUonen, a/uf demselben Träger, so ist gg'|" . . 7\ )?»?'»/" . , 

Wirnehmen die Involutionen als Punete LML'M'ABXTK!T . . 
einer Curve K zweiter Ordnung an (Pig. 58, Taf, XIII), Die Ge- 
raden pp'p" . . durch einen Punet G mögen K bez. in LM, L'M', 
L"M",.. treffen, AB sind zwei Punete auf K. Die Involutionen 
LL . MM . ÄX . SY, L'L' . M'M' . AX' . BT, L"L" . M'M" . 
AX" . BY", . . 
sollen die Punkte FP'P" . . zu Involutionseentren haben, sie liegen 
als Pole von Geraden durch G auf einer Geraden g. Die Büschel 
A{FP'P" . .) BiPPT' . .) sind perspectiv, also ist XX'X" . . Ä Y'TY" . . 
w. 1. b, w. In der Figur sind die Tangenten in LM, LM', zur 
Aufündang der Pole PJ" benutzt, was natürlich auch anders ge- 
schehen kann. Vorausgesetzt ist, dass X/i . X'/i'. . in Involution sind. 

Sind die Puuctreihen ALJBM, AL'BM' auf verschiedenen 
Trägern harmonisch, und sind LM, L'M ideale Paare, so liegen 
die beiden Gebilde einander doppelt perspectiv, wie im Falle 
realer Punete. Die aggregirt idealen Geraden {LM) {L'M') 
schneiden sieh in einem realen Punete Q, {LM') {L'M) sehneiden 
sieh in Q'. Die Punete QQ' liegen nach S, 87 auf der Verbindungs- 
linie BB', weil diese Punete A gepaart sind. Daraus folgt die doppelt 
perspective Lage, Die entstehende Figur ist ein Viereck mit zwei 
realen und zwei Paar idealen Seiten und drei realen Nebeneeken. 

Wir gehen nun dazu, ein Kegelsehnittbüschel zu eonstruiren 
durch vier Punete, gleichviel ob darunter ideale sind oder nicht, 
oder ob alle vier ideale sind (Fig. 59, Taf. XIII), 
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Liegen auf zwei sicli im Puuete P sclineidendeD Geraden 
s's" die luvolutionen bez. Ä'W.B'^'.., A"W.B"^".. und sind P 
in ihnen bez. Q'Q" gepaai-t, nnd bestimmt {A'Ä") auf p {Q'Q") den 
Punet A, die Verbindungslinie 5IIÜI" auf p den Pnnet St, so er- 
zeugen die pi'ojeetiven Büschel A{A'B'C' . ,), 91(^'33'®' . .) eine Curve 
zweiter Ordnung, zu der s's" gehören. — Man ziehe die Geraden 
AAA", AA\A'\, AA%A"-i . ., so sind die Punetreihen A'A\A\ . . 
auf s' und A"A"iA"i . . auf s" perspectiv, und es ist 

A'A'tA'i . , Ä ^'W,W^ . . , A'A'\A".i . . Ä WW\%% . . , 
wenn die deutschen Buchstaben die den lateinischen in den In- 
volutionen gepaarten Punete bedeuten, und ea ist mithin ^'%\W-i . . 
A W%",%'\.. Fällt A- auf Q' also A" auf Q", so fallen SC und 
51" auf P, der Punet ist sieh selbst entsprechend, und ea ist 
W%\W^ . . Ä Sl"3l"i9("2 . . üie beiden Büschel A{AA\A\ . .) 
/\ %(^%\%\ . ,) erzeugen eine Curve zweiter Ordnung K, an der 
nach Seite 80 s' gehört. Da aber A{AA\A'i . .) identisch 
A{A-A'\A\ . .) und %{W%\%'-i . .) identisch %i%"%'\%\ . .) ist, so 
gehört auch die Involution s" zur Curve. Also s's" gehören zu 
K. Da A auf ^ willkürlieh genommen werden kann, ao erhält 
man eine unendliche Reihe von Curven zweiter Ordnung, zu denen 
die Involutionen s's" gehören. 

Ist von den Involutionen s's" wenigstens eine elliptisch, 
so liegt P ausserhalb, jede Curve, zu der s's" gehören, trifft p. 
Läast man also Ä die ganze Gerade p durchlaufen, so erhält 
man den gansen Büschel von Curven, zu denen s's" gehören, für 
die s's" Doppelaehnen sind. Sind aber beide Involutionen hyper- 
bolisch, so giebt es auch Curven im Büschel, für die {s's") inner- 
halb liegt, es giebt auch Curven des Büschels, die p nicht treffen, 
man erhält dann durch Variation von A nicht den ganzen 
Kegelschnittbüsehel. Für diesen Fall, der Fall vier realer Grund- 
puncte, ist aber der ganze Büschel bereits früher construirt. — Die 
Gerade p ist die Polare von P fUv alle Kegelschnitte des Büschels. 

Ist der Punct A auf j) gegeben, so ist durch ihn eine Curve K 
des BUschela [s's"] durch die gegebene Construktion bestimmt, eine 
Curve die durch A geht,*) Der zweite Schnittpunct von K und 
p sei Sl, so müssen die Büschel A(K) und %(K)^ ich meine die 
in A und % liegenden linearen Büschel, die die Punete von K 
projiciren, die Paare der Involution auf s" und die Paare der 
Involution auf s" projiciren. Der Punet 2t ist aber, wenn A ge- 

*) Die eckigen Klammern bedeuten den BQscliel, die runden den 
Schnittpnnct der Involution strBgcr. 

Thomae, KegBlBOhnittc. g 
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geben ist, dm-cb diese Eigensebaft völlig bestimmt, und es giebt 
deshalb nur eine Curve K durch A zu der s's" zagehorige In- 
volutionen sind. Fällt A auf (s'p), so ergiebt sieb das Geraden- 
paar s's" als eine (ausgeartete) Curve des Büschels. 

Die Pnnete AA^A^ . . auf p und die ziigebörigen SESIiSla . . 
auf p, also die Scbnittpuncte der Curven des BUsehels mit p 
bilden eine Involution. 

Legt man nämlich durch die Puncte AA^A^ . . auf _p und durch 
A' auf s' den linearen Bßschel A'{AA,A2 . .), und trifft derselbe 
s" in A"A"iA'\ . ., so sind die Puncte 9I2(|3t2 . . durch die Strahlen 
des Büscbela S['(S["ai",9t", . .) bestimmt. Nun ist aber W'^'\%\ . . 
Ä A"A'\A\ .., und also ist AA,A^^ . . '/\ StSli3l-2 . . Fällt A" auf 
P, so fällt W auf Q'\ A auf Q', % auf Q", föllt A" auf Q", 
80 W\t A auf Q", % auf Q', Q'Q" bilden in der Reihe der 
A und % ein Paar, die Reihen Q'Q" . A% . Ai%i . A^%. . . sind 
in Involution. Man erhält so den bemerkenswertben Satz: 
Legt man durch die auf s's" willktlvHelien Puncte A'A", B'S", 
C'C". . gerade Linien, die p in ABC . . treffen, und legt man durch 
die Ä'A", . . in den Involutionen s's" gepaarten Puncte WH", SB18", 
ß'E". . gerade Linien, die j) in 9(i8® . . treffen, so erzeugen diese 
Geraden auf p eine Involution A% . BS . CE . . 

Legt man durch die Puncte A'Ä" auf s's" und die ihnen 
gepaarten Sllit" einen Kegelsebnittbüschel, so bestimmen die Kegel- 
schnitte des Büschels nach Seite 107 auf p eine Involution, sie 
ist, weil sie die Paare A% Q'Q" enthält, mit der eben besprochenen 
identisch. Hieraus folgt, dass irgend drei Paare der Involutionen 
anf s's"p ein Paseal'sches Seehseckseehsseit bilden. 

Die Cm-ven des Büschels, dessen Grundpuncte die realen 
oder idealen Boppelpuncte der Involutionen s's" sind, bestimmen 
auf einer Geraden g eine Involution. Man nennt dies die charak- 
teristische Eigenschaft des Büschels. — Für die Gerade p ist 
der Satz erwiesen. (Fig. 60, Taf. XIII). Auf ihr sei 0& ein Paar, 
mit diesen Pnncten erzeugen wir durch Projeetion der Involationen 
s's" in der eben beschriebenen Weise einen Kegefsehnitt K des 
Büschels. Die Gerade g bestimme auf ps's" die Puncte AA'A", 
und g gehe durch StSfSt", welche Puncte in der oben angegebenen 
Weise von AA'A" abhängen. Die Curve K werde von g m H 
und / getroffen. Dann schneiden sich {CA')[m'), {CA")im") 
in ü und V auf K, und es geht die Gerade h{JJV) durch den 
Punet S (go), weil CA'A"iE%"&" ein Pascal'scbes Seehseckseehsseit 
bilden. Also ist C{(S,ÜHI) Ä F(St'-H7) Ä V{UCIJI) 
AA'HIJ\SA"IH. 
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Es sind die Punete Hl . AS . A'Ä" in Involution. Lässt man 
(M in ein anderes Paar C%', K in K' übergehen, so bleiben AB, 
A'A" fest, also gehören die neuen Schnittpunete H'I' zu derselben 
Involution, die Curven bestimmen auf ^ eine Involution, zu der 
die Punete {gs') {gs") als ein Paar gehören, w. z, b. w, 

Nachzuweisen, dass auch die idealen Schnittpunete der 



Curven, wenn diese ni 
hören, mag dem Lesei 
! Aufgabe, ei 



ieht alle g treffen, zu dieser Involution ge- 
' als Aufgabe überlassen bleiben, 
ine Cuwe zweiter Ordnung zu zeichnen, zu 
zwei Involutionen s's" zugehörige sind, oder die durch vier 
reale oder ideale Punete geht und eine Gerade g berührt, läuft 
darauf hinaus, die Doppelpunete der Involution zu finden, die der 
Büschel [s's"] auf g bestimmt. Jeder dieser Punete, falle sie 
reale sind, löst als fünfter Pnuct der gesuchten Curve die Auf- 
gabe. Hat die Involution auf g keine Doppelpunete, so iat die 
Angabe nicht lösbar. Ist g die uneigentliche Gerade, so findet 
man auf diesem Wege die Parabeln des Büschels [s's"]. Ob der 
Büschel einen Kreis enthält, ist nach Seite 99 zu entscheiden.*) 
Liegen die vier realen Grundpunete eines KegelschnittbUsehels 
der Art, dass aus dreien ein Dreieck so gebildet werden kann, 
dass der vierte Puoct im Innern desselben liegt (in dem durch 
die drei Seiten begrenzten Stücke, das keinen uneigentliehen 
Punct enthält, im Grunde theileu drei gei'ade Linien die Ebene 
in vier begrenzte Felder oder Dreiecke), so sind alle Curven des 
Büschels Hyperbeln. 

Sind in den Puneten S'S" auf einer Geiaden p zwei Stmhlen- 
involutionen a'a' . h'h' . c'i' , a"a" b"b" e"Q" gegeben, und sind q'q" 
die p in diesen Involutionen gepaarten Strahlen, so ist der Schnitt- 
punct P von q'q" ein Punct, der der Pol von p ist für alle Curven 
einer Schaar, für die S'S" zugehörig sind, die die realen oder 
idealen Doppelstrahlen von h'h" zu gemeinsamen Tangenten 
haben. Wegen des Pi-incips der Dualität genügt es die Sätze 
über Sehaaren ohne Beweis auszusprechen. Die Schnittpunete 
{a'a")(b'b") . . und (oV) (hV) . . bestimmen mit P Strahlen m.Sb.ct.., 
die in Involution sind. Auf aa bestimmen die Stiahlen a'a' h'b'.. 
oder auch a"a", i"b". . Puneh-eihen, deren Veibindnngslinien eine 
Curve K zur Stützeurve haben, zu der die Involutionen S'S" ge- 
hört, und für die aa Tangenten sind. Ersetzt man a durch bc. 
m erhält man, wenn wenigstens eine der In\olutionen elliptisch 

*> Schröter giebt in seiner Theorie der Kegelschnitte Seite 270 hierfür 
eine andere Bedingung ao, die aher nicht linear ist. 
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ist, alle Cui-ven der Sehaar, sind beide hyperbolisch, so keimt 
mau bereits die ganze Sehaar von Cuitcd, die vier gemelDSame 
reale Tangenten haben. 

Die Sehaar von Kegelschnitten, die zwei Paare Ton S'S" zu 
Tangenten haben, etwa a'a', a"ä", beatimmen io P eine Strahlenin- 
volution, die mit der Involution aa .hh . cc.. identisch igt. Daraus 
folgt: Drei Paare aa, a'a', a"a" der Involutionen in FS'S" bilden ein 
Brianchon'sches Seehsseitsechsecb, und speciell: sehneiden sieb aa'a" 
in einem Piincte, so schneiden sieh auch aa'a" in einem Punete. 

Die Tangentenpaare von irgend einem Punete an die Curven 
der Sehaar [S'S"] bilden eine Involution, man nennt dies die 
charakteristische Eigenschaft der Sehaar, 

Die Aufgabe durch vier reale oder ideale Tangenten eine 
Curve zweiter Ordnung zu bestimmen, die durch einen gegebenen 
Pnnct geht, kommt darauf hinaus, in der Involution die die 
Curven einer Sehaar in diesem Punete bestimmen, die sieb selbst 
entsprechenden Strahlen zu finden. 

Erzeugt man durch die Strahleninvolutionen FS'S", die in 
der besprochenen Beziehung au einander stehen, auf einer durch 
sie gehenden Curve zweiter Ordnung K drei (krumme) Punetinvolu- 
tionen, — wir wollen sie kurz als Involutionen PS'S" bezeichnen — 
so liegen die drei Involufionseentren IIX'X' auf einer Geraden. 

Denn ist (Fig. 61, Taf. XIV) Q ein Punct auf K, so müssen 
die drei Strahlen, die den Sti-ahlen {QF){QS'){QS") in den In- 
volutionen FS'S" gepaart sind, sich in einem Punete O achneiden, 
wie sechs Zeilen weiter oben bemerkt wurde. Schneiden die 
Geraden (P€i)(S'Q.){S"£i) die Curve K bez. in 5p©'@", so sind 
iFQ)(F^), {FS') (FS") zwei Paare der Involution in F, und (Q^) 
{S'S") bestimmen das Centrum 77 der krummen Involution F. 
Ebenso geben {Q^') {S"F) das Centrum S' der krummen Involution 
jS' und {'Q<Si"){FS') geben das Centrum Z" der krummen Involution 
S". Das Seehseekseelisseit *PD@'S'S"P ist ein Pascal'sches, also 
liegen Z7.2'0 in einer Geraden. Das Paseal'sebe Secbseeksechs- 
eeit 'S'£l'B"S'FS" lehrt, dasa J^'J"'D in einer Geraden liegen, folglieh 
liegen die Punete n^'2^" in einer Geraden, w. z. b. w. Die drei 
Involutionsaehsen jiö'ö" geben dem entsprechend durch einen Punct 

Hieraus folgt der Satz: Ist (Fig. 02, Taf. XIV) ein Kegel- 
schnitt K einem Dreieck eingesehrieben, und trifft eine Gerade g 
die Seiten {BC) in Sl, {CA) in 39, {AB) in £, und legt man durch 
91S8S drei Strahlen uviv , welche die Curve K bez. in JJ17', VV, 
WW treffen, so stützen sieh die sechs Geraden {AU){ATr){Br) 
{BV) {CW) {CW) auf einen neuen Kegelschnitt. Denn SISSS 
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können als Invoilftionaccntren von Involutionen auf K angeselien 
werden, die, von ABC projieirt, Strahleninvolutionen von der 
Eigenschaft wie P8S' liefern. Irgend drei Paare der Involutionen 
in ABC also {Aü) {AV) . ., {GW) bilden ein BriaDchon'sches SeeUs- 
seitseehaeek, wie anf Seite 116 bewiesen wurde. 

Mit Hülfe der eben gewonnenen Resultate lässt sieh ein 
Lehrsatz erweitern, der auf Seite 65 für einen Kegelschnitt und 
ein Geradenpaar erwiesen wnrde, zu dem Satze*): Die Geraden, 
welche swei Cwrven sweiter Ordnung in iHirmoniscIien Funden 
treffen, stützen sich <mf einen Kegelschnitt 

Die Polare a eines Punetea A auf K in Bezng auf K' 
trifft K in zwei Puneten Wi'. StSl' sind dem Punete A auf K 
in Bezug auf K' conjngirt. Läuft A auf K, so erzeugen die Ge- 
raden (Äst) (J-StO zwei Strahlenreihen, es mögen so zu den Puneten 
ABO., auf K die Polaren ahc. (tür K') nnd deren Sehnitfr- 
punete 9tSl', iBiö', SS'. - mit ^gehören. Dann stützen sieh die sechs 
Geraden {A%) {A%') {BSQ) {im') (C©) {OS.') auf einen Kegelschnitt 
$t. Denn die Dreiecke ABC und ahc liegen perspectiv, und es 
liegen die Sebnittpunete « der Geraden (JS6') und a, ß der Ge- 
raden (CA) und i, y der Geraden [AB) und c auf einer Geraden, 
so dass der eben bewiesene Sata gilt Zu S( construireu wir (in 
Bezug auf K') die Polare, sie treffe K ausser in A noch in 21", 
dann sind wieder (St^) (9ISI") (-B«) (-B^') l^^) (t^') sechs Tan- 
genten eines Kegelschnitts, welcher mit S identisch sein muss, 
weil fünf Tangenten dieselben sind. Lassen wir nun C in 1> 
Übergehen, so hat der zugehörige Kegelschnitt mit S die fünf 
Tangenten (^31) (^310 (SI9(") (K8) (J599'J gemein, er ist also selbst 
wieder S. Also stützen sich die Geraden (^21) (J.SI'), wenn A 
auf K läuft, sämmtlieh auf einen und denselben Kegelschnitt. 
Die Punete A^ sind aber durch E! harmonisch getrennt, die 
Geraden J.91 schneiden die Kegelschnitte KK' in harmonischen 
Puneten, Unter diesen Geraden befinden sieh (siehe Seite 49) 
die Tangenten in den gemeinsamen Puneten der Kegelschnitte. — 
Damit ist unser Satz bewiesen. 

Dualistisch hierzu ist der Satz: Die Punete, von denen vier 
luxrmonische Tangenten an ewei Curven zweiter Ordnung gebogen 
werden können, liegen auf einer Curve eweiier Ordnung, wnter 
ihnen beiden sich die Berührungspuncte der gemeinsamen Tan- 
genten an die beiden Kegelschnitte. 

*) In der analytischen Geometrie nennt man diesen Kegelschnitt die 
harmonische Covaiiante der beiden gegebenen. Die hier gegebene geo- 
metrische Darstellnng ist Schröters Theorie der Kegelschnitte entlehnt. 
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Auf einer Geraden a durch mnen Fund A sind die A für 
die Kegelsdbmtte des Süschels [s's"] cotyugirten Pimcte den Ptmeten 
projeetiv, dde einem Funde S auf einer Geraden h für denselben 
Büschel coT^ugirt sind. Man Mnn sagen, die einem Pimcte A 
auf einer durch ihn gehenden Geraden a für einen Kegelschnitt- 
büschel conjugirten Funde sind dem Kegelsclinitfbüschel projectiv. 

Wir beweisen den Satz von speciellen Fällen znm all- 
gemeinen fortBchreitend. Die Gerade (AB) werde mit c bezeichnet. 
Die Sehnittpuncte der Curven KK'K". . des Büschels [s's"] seien 
bez. LM, L'M', L"M". ., die Sehnittpuncte der Polaren von A mit 
c, also die A auf c flir die Curven dea Büschels conjugirten 
Puncte seien XcX.'cX"e.., die S auf c conjugirten Punete seien 
Y^TcT'f ■ So folgt aus den Involutionen (siehe Seite 112) 

LL . MM . AX, . BYe, L'L' . M'M . AX\ . BT,, . . 
ftlr KK'. . eonjugirter Puncte auf c, dasa X^X'cX", . . ~/\ Y,Y',Y", . . 
ist. Also die auf der Geraden (AB) oder c den Puneten A nnd 
B für den Büschel [s's"] conjugirten Punete bilden projeetive 
Reihen. Dies ist ein specieller Fall des allgemeinen Satzes, da- 
bei dürfen A und B nicht Grundpunete dea Büschels sein, weil 
diese nur sieh selbst conjugirt sind. 

Der Punet (s's") werde wie vorhin mit F, seine Polare mit 
p bezeichnet ist C ein Punct auf p, ao geben die Polaren von 
C für alle Curven des Büschels durch P, sie bilden einen linearen 
Büschel. Liegen A und B auf j), so bilden die Polaren von A 
nnd B projeetive Strahlenbüachel , weil sie durch die A. und B 
conjugirten Punete gehen, die ala einander projectiv eben nach- 
gewiesen wurden. Liegt C nicht auf i), aber liegt A auf ^i, so 
sind die C auf der mit b zu bezeichnenden Geraden {AG) con- 
jugirten Pancfce den A conjugirten Puneten, folglieh den Polaren 
von Ä projectiv. Liegen von den drei Puneten ABC A und B 
auf ^, so sind die C auf b{AC) conjugirten Puncte den Polaren 
von A, die C auf a{BC) conjugirten Puncte den Polaren von B, 
die Polaren von A den Polaren von B projectiv, also sind die 
G auf a und b conjugiiten Puncte unter sieh projeetn Für die 
Curve des Büschels, die durch {, geht ist f auf (/ und b sieh 
selbst conjugirt, mithin hegen die f auf « und & conjugirten 
Punete perspectiv. Daiaus folgt dei wichtige Satz 

Die Fola^en eines Fundes für die Curten eines Buscheis 
gehen d^rch einen Fund imd zu jedem Puncte gieht is im AU 
gemeinen einen und nm einen ihm fui alle Cutveti dp?, Bm heh 
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Nur solche Puuete, die wie der Punct P für alle Kegel- 
aehoitte des BUseliels dieselbe Polare haben, machen eine Aiia- 
nahnae. Wir werden später sehen, dass es, den Fall eines 
BUsehels sich doppelt berührender Kegelschnitte ausgenommen, 
nur drei solcher Puncte giebt. — Sind die Grnndpunete des 
Büschels alle real, so giebt es drei Paare von Doppelsehneu, die 
als ausgeartete Kegelsehnitte mit im Büschel stecken. Die Polare 
eines Punctes flir einen aolchen Kegelschnitt ist die Gerade, die 
durch die Selinen des Paares von dem Punete harmonisch ge- 
trennt ist. Der eben ausgesprochene Satz auf die drei Doppel- 
sehnenpaare angewandt, giebt den auf Seite 75 gefundenen Satz. 
Weiter aber lässt aich der Satz aussprechen: 

Jedes Paar für den Kegelschnitibüschel, d. h. für alle Curven 
des Büschels eonjugirter Puncte ist durch jedes etwa vorhandene 
Paar von Doppelsehneu, also auch durch s's", ha/rmonisch getrennt. 

Wir kehren zum allgemeinen Beweise des auf voriger Seite 
behaupteten Satzes zurück. Da die Polaren eines Punctes C einen 
linearen Büschel bilden, und ihre Sehuittpuucte mit einer Geraden 
{AC) den Polaren des Punctes A auf p projectiv sind, so 
sind auch die Polaren von C den Polaren von Ä projectiv, so 
dass wir den Satz erhalten: Die Polarm irgend sweier Ptmcte 
in Besug auf ein Kegelschnittbüschel [s's"] sind einander projectiv, 
die entsprechenden schneiden sich auf einer Curve zweiter Ord- 
nung. Der Satz kann nur in Frage gezogen werden, wenn A 
auf einen der Grundpunete fällt, wenn die Polaren Tangenten 
sind. Aber auch dann ist er richtig. Die Polaren des Punetes 
Q'{s'p) für die Kegelschnitte des Büschels treffen die Tangenten 
von A, wenn A ein realer Doppelpunct der Involution auf s' ist^ 
in Puncten von p. Diese Polaren sind also den Tangenten pro- 
jectiv, also sind die Tangenten den Polaren eines jeden Punctes 
projectiv. Damit ist der Satz allgemein bewiesen. 

Legt man durch einen realen Grundpunet des Kegelschnitt- 
btischels eine Gerade g und treffen die Curven KK'K". . des 
Büschels diese noch in UU'U".., während die Polaren eines 
Punetes C auf g diese Gerade in XX'X". . treffen, so ist JJU'U". . 
~j\ XX'X". . , weil beide Reihen dem Kegelsehnittbüsehel (den 
Tangenten, in A) projectiv sind, folglich sind die Schnittpunete 
des Kegelsehnittbüschels mit einer Geraden durch einen Grund- 
punet den Polaren eines beliebigen Punctes fUr den Kegelsehnitt- 
büsehel projectiv. 

Die Schnittpunete einer Geraden g durch einen Grundpunet, 
und einer Geraden g' durch einen andern Gmndpunct mit den 
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Cui'ven des BUseliels sind einander perspectiv, weil offenbar 
der Schnittpunet der Geraden gg' sich seihst entspricht. 

FUr die dualistiaehen Sätze kann man auf Beweise ver- 
ziehten, es genügt sie auszusprechen. 

IHe Pole einer Geraden für die Curven einer Kegelschniü- 
sdtaar liegen auf einer Geraden, und mi jeder Geraden giebt es 
eine und nttr eine ihm fm- alle Kegelschnitte der Schaar eon- 
jugirte. Eine Änsnahme machen nnr die Geraden, die fllr alle 
Curven des Büsohels denselben Pol haben, deren giebt ea, wie 
sieh später zeigt, drei. 

Jedes Paar fUr die Schaar conjugirter Geraden ist durch 
die etwa vorhandenen Pao/re von Doppelkr&u^puncten harmonisch 
getrennt. 

Die Pole irgend zweier Geraden alt für eine Kegelschnitt- 
schaar bilden swei einander projectim gerade Punctreihen. 

Die Geraden du/rch einen Punct A, die einer Geraden a 
durch denselben Pwnct cofigugi^t sind, n/nd die Geraden durch 
einen Punct B, die einer Geraden 6 dtirch denselben Punct für 
die Kegelschnitte einer Schaar conjugirt sind, sind einander pro- 
jectiv, man Teann sagen, sie seien den Curven der Schaar projecUv. 

Confocale Kegelschnitte bilden eine Schaar, sie besteht aus 
allen Kegelschnitten für die zwei rechtwinklige Strahleninvolu- 
tionen zugehörige sind. 

Die Pnnete, die den Puneten einer Geraden in Bezug auf 
einen Büschel, d. h. in Bezug auf jede Curve eines Kegelschnitt- 
büschels conjugirt sind, liegen auf einer Curve F zweiter Ord- 
nung, Diese Curve enthält auch alle Punete, die für alle Curven 
des Büsohele dieselbe Polare haben. 

Beweis. Die Polaren eines Punetes Ä gehen durch den 
Sehnittpuuct der Polaren aa' für zwei Curven KK' des Büschels. 
Durchläuft A die Punete ABC., der Geraden g, deren Polaren 
für KK' die Geraden aa', bb', ed.. sind, so ist abc . . ~/\ ABC . . 
~/\ a'b'c'. ., also ist abc . . J^ a'b'c'. ., die Polaren erzengen eine Cnrve 
zweiter Ordnung V, die die Pole GG' von g für K und K ent- 
hält. KK' sind beliebige Curven des Büschels, es folgt daraus, 
dass die Pole einer Geraden g fü/r alle Curven eines Kegelschnitt- 
büschels amf einem Kegelschnitt liegen, es ist der Kegelschnitt F. 

Giebt es einen Punct P, der für alle Curven dieselbe Polare 
p hat, so gehen die Polaren des Schnittpunetes (pg) alle durch 
P. Die zu g gehörige Curve F enthält den Punct P. 

Soll die der Geraden g zugehörende Curve F in ein Geraden- 
paar ausarten, so muss abc ..% a'b'c" . . sein, die Gerade {GG''j 
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niuss sich selbst entsprcelien , sie mnss die Polare eines Punctes 
P auf g sein fllr beide Cui-ven KK", ihre Puncte sind fUr zwei, 
also fftr alle Curven des Kegeisehnittbtisehels eonjugirt, also P 
muss ein Puaet sein, der flir den Büschel dieselbe Polare hat, 
Oder die beiden Pole GG' fallen znsammen. Dann ist g eine 
Gerade, die flir beide Curven, also l^r alle Curven des Büschels 
denselben Pol hat. Die Puncte einer Geraden p, die für alle 
Kegelschnitte des Büsehels denselben Pol hat, die einander für 
den Büschel eonj ugirt sind, liegen auf den sich seibat entsprechenden 
Strahlen der beiden Büschel in F, die die Polaren der Puncte 
ABC. auf j> für zwei Curven KK' des Büschels bilden. Diese 
können real oder ideal sein. — F zerfUUt also nur dann in ein 
Geradenpaar, wenn g durch einen Punet P geht, der dieselbe 
Polare flir die Curven des KegelschnittbUsehels hat, oder wenn 
g die Polare eines solchen Punctes P ist. 

Die Frage, ob die den Puncten einer Geraden für einen 
Kegelschnittbüschel eonjngirten Puncte eine Cur\'e zweiter Ord- 
nung ganz ausfüllen, ist nicht allgemein zu bejahen, sie soll im 
nächsten Kapitel diaoutirt werden. 

Hier machen wir noch auf eine im Allgemeinen eineindeutige 
nicht lineare, auf eine sogenannte Cremona'sehe Verwandtschaft 
aufmerksam, die durch die für einen KegelschnittbUsehel con- 
jugirten Puncte hergestellt wird. 

Es sei ein KegelschnittbUsehel 2 gegeben, so ist jedem 
Puncte ein Punet flir den Büschel conjugirt. Damit ist eine im 
Allgemeinen eineindeutige Zuordnung gegeben, die übrigens in- 
volutoriach ist, weil Ä' conjugirt A ist, wenn A conjugirt A' ist. 
Einzelnen Puncten jedoch (es giebt deren drei), die flir alle Curven 
des Büschels dieselbe Polare haben, sind unendlich viele Puncte, 
die in einer Geraden liegen, conjugirt. Diese Puncte heiasen 
Hauptpuncle der Cremona'schen Verwandtschaft. Einer geraden 
Linie aber entspricht ein Kegelschnitt, denn die Puncte, die den 
Puncten einer Geraden für S conjugirt sind, liegen auf einem 
Kegelschnitt, der die Hauptpuncte der Verwandtschaft enthält. 
Geht die Gerade durch einen Hauptpunet, so entspricht ihr eine 
andere Gerade durch denselben Hauptpunet P und die Polare 
von P. Die Möbius'sehe Kreisverwandfschaft, oder wie man auch 
sagt, die Abbildung durch reeiproke radii vectores ist die am 
frühesten untersuchte Cremona'sehe Verwandtschaft, sie lässt sich, 
wie wir nebenbei bemerken, durch gewisse Modificationen mit 
der eben besprochenen Verwandtschaft in Zusammenhang bringen, 
Nimmt man nämlich als Curven KK', die einen Kegelschnitt- 



y Google 



122 

bUaehel, dessen GrundpnDete die Sehnittpimcte von KK' sind, 
d^finiren, eineu Kreis und die beiden dureii den Mittelpnnct 
gehenden idealen, durch die absoluten Piinete gehenden Tangenten 
als (ausgearteten) Kegelschnitt, construirt zu einem Punete A die 
Polare in Bezng auf den Kreis K, und zweitens die Polare für 
die beiden idealen Geraden K', die durch den Kreismittelpanct 
geht und senkrecht auf der Verhindungalinie von A mit dem 
Kreismittelpnccte steht, und nimmt man fUr den A entsprechenden 
Punet A nicht unmittelbar den Schnittpunet der beiden Polaren, 
sondern dreht die letztere Polare ei'st um einen rechten Winkel, 
so dass sie also durch A geht, und nimmt als den A ent- 
sprechenden Punet den Schnittpunet der A und den Kreismittel- 
punet verbindenden Geraden mit der Kreispolare an, so hat man 
die Möbius'sehe Kreisvei-wandtsebaft, deren Hauptpuocte derKreis- 
mittelpunct und die beiden absoluten Punete sind. Auf eine 
weitere Untersuchung dieser fruchtbaren Verwandtschaften kann 
hier nicht eingegangen werden. 

Die Geraden, die den Strahlen eines Büschels in Bezug auf 
eine Kegelsehnittschaar conjugirt sind, liegen in einem BUschel 
zweiter Ordnung, in dem auch die Geraden p liegen, die für alle 
Cnrven der Schaar denselben Pol haben, die Doppelpolaren. 

Die Polaren eines Punetes für alle Cnrven einer Sehaar 
stützen sich auf einen Kegelschnitt. Diese den frühern dualistisch 
zugeordneten Sätze bedürfen keines Beweises. 

Einen speciellen Fall eines Kegelsehnittbiisehels bilden 
Kegelschnitte, die sich in zwei Puncten berühren, sei es real oder 
ideal. Die Doppelsehne ist in diesem Falle eine Gerade jp, die 
denselben Pol hat, den Schnittpunet der gemeinsamen realen oder 
idealen Tangenten, und jeder Punet aufj) ist ein Punet P, der 
für alle CuiTen der Sehaar dieselbe Polare hat, denn der Schnitt- 
punet der gemeinsamen Tangenten und der Punet auf f, der 
dem Punete 1* auf p fttr alle Curven des Büschels conjugirt ist, 
sind zwei Punete, die P für alle Curven conjugirt sind, ihre Ver- 
bindungslinie ist mithin eine Gerade, die für alle Curven der 
Schaar Polare von P ist. Eine Gerade g treffe ^ in Q, die 
Polare von Q treffe g in Q', so sind die Schnittpunete der Curven 
der Schaar mit g durch Q und Q' harmonisch getrennt, sie bilden 
also eine Involution in der QQ' Doppelpuncte sind. Der Schnitt- 
punet jeder Geraden mit der Doppelsehne ist ein Doppelpunet 
der Involution, die der Büschel auf g bestimmt. Die Doppel- 
sehne doppelt gezählt gehört mit zu den Kegelschnitten des 
Mit Hülfe dieses Satzes lösen wir die Aufgabe: es 
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sind drei Punete gegeben, es soll durch sie eine Curve zweiter 
Ordnung gelegt werden, die einen Kegelschnitt K doppelt be- 
rührt. — ABC seien die drei Puncte. Die Gerade {AB) treffe 
K in A'B'. Die Doppelpuncte der Involution AB .Ä'B'. seien 
y, '/', so geht die Doppelsehne von K und S (wenn S die ge- 
suchte Curve ist) durch •/ oder y'. Diese sind real, wenn AB 
nicht durch K getrennt sind, also wenn beide ausserhalb oder 
innerhalb K liegen. Die Gerade {AC) treffe K in A"C', die 
Doppelpuncte der Involution Af A C. seien ßß', sie sind real, 
wenn AG zugleich innerhalb odei ausserhalb K liegen. Ein 
Kegelschnitt durch ABC und die Sehnittpunete einer der Geraden 
i7ß)(rß')(7'^)i7'ß') >^it -^ •*>st die Aufgabe. Denn ein Kegel- 
schnitt S, der K in zwei dieser Puncte berührt und durch A 
gebt, enthält auch die Puucte B und C. Die Gerade (BC) trifft 
K in B"C". Die Doppelpuncte aa der Involution BC . B"C" 
müssen auf den Geraden (-jß) {yß) (yß) (fß') liegen, aa'ßß'yy' sind 
die Ecken eines Vierseits. Liegen die drei Punete zugleich inner- 
halb oder ausserhalb, so giebt es vier Lösungen des Problems, 
mindestens drei der Lösungen geben reale Berührung von S und 
K, weil von den vier Punetpaaren yß, yß', y'ß, y'ß' drei einen 
Punct innerhalb K enthalten. Liegen ABC zu verschiedenen 
Seiten von K, so giebt es keine Löanugen des Problems. 

Um fttr diese Aufgabe eine Lösung zu finden, die auch dann 
ausführbar bleibt, wenn von den drei Puncten ABC Kwei, etwa 
AB, aggregirt ideale sind, sehalten wir einen Satz ein, der auch 
an sich von Interesse ist, 

H Ulfs atz. Jeder Kegelschnitt eines Büschels mit den 
Grundpuncten ABCB, für dessen Individuen KK'S". , der Schnitt- 
punct P der Geraden (AB) {CD) ein und dieselbe durch die 
Grundpuncte unmittelbar bestimmte Polare p hat, schneidet einen 
Kegelschnitt K, für den P und p ebenfalls Pol und Polare sind, 
in Puncten, die zu je zwei mit P in einer Geraden liegen, und 
die so durch die einzelnen Kegelschnitte des Büschels bestimmten 
Geradenpaare sind in Involution. 

Wir brauchen diesen Satz hier nur für den Fall zu erweisen, 
daes wenigstens eins der beiden Geradenpaare AB oder CD real 
ist. — Trifft t den Kegelschnitt K m B und S, so ti-ifft Ä K 
auch in den Puncten B'S', für die PEpE', PSpS' harmonische 
Würfe sind, also in Punetpaaren, die mit P in einer Geraden 
liegen. Wir wollen die durch ßß'S". . so bestimmten Geraden 
bez. mit rs, r's', r"s". . bezeichnen. Der eine Theil unseres HUlf- 
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Satzes ist damit erwiesen, ea bleibt noeb naeliziiweisen , dass 
rs . r's'. r"s". . in Involution sind. 

Ist erstens die Gerade (ÄC) real und tiifft sie K in LM, 
rs in UV, r's' in ÜV. ., so sind ^K{rs) drei Individuen eines 
ßtiaehels mit den Grundpnneten BR'SS' und folglieb sind die 
Punete AC . LM . UV in Involution. Ersetzt man ß durch ^'St". . 
80 6ndet man in gleicher Weise, weil ACLM fest bleiben, dass 
AC . LM . W; AC . LM . Ü"V". . in Involution sind, folglieh sind 
die Punete AC . LM . UV . UT' . Ü"V". . und folglieh die sie pro- 
jicirenden Geraden rs . r's' . r"s". . iu Involution, w. z. b. w. 

Sind aber zweitens von den Puneten ABCD zwei, etwa 
AB, aggregirt ideale, so ist [AC) nicht real, und der Beweis 
masB modifieirt werden. 

Wir legen in diesem Falle dureh C eine Gerade g und 
durch B eine Gerade g^ , gg, mögen sich in L auf K sehneiden. 
Es treffe g SÄ'. . bez. in CX, CX'. ., K in LM und rs, r's'. . bez. 
in UV, UV. ., gi treffe ÄS^. . bez. in DZ, , DX'i . ., ^ in LMi 
und rs, r's'.., bez. m UV,, U'iVi'. . und es werde CB mit f, 
PX, PX'. . mit X, X'. ., PXi, FX', . . mit Xu A ■ ■, BL mit l, BM mit 
m, PMl mit mi bezeichnet. Alsdann gewinnt man aus den 
Kegelsehnittbüscheln ^K{rs), $:'K{r's') . . die Involutionen 
CX.LM. UV, CX' . LM . UV, CX". LM . U"V". ., 
BX, . LMi . UiV„ BX'^ . LMi . U^V'u CX", . LM^ . t/'VF", . . 
oder die Strahleninvolutionen 

fx .Im . rs, fx'. Im . r's', fx". hn . r"s", . . 
fxi . Imi . rs, fx,'. Im, . r's', fx", . Im, . r"s", . . 
und es ist (siehe Nachtrag) xx'x". . "^ XiX'iX", . . Bestimmen wir 
jetzt die Sohnittpunete dieser Strahleninvolutionen mit einer durch 
F gehenden Curve zweiter Oi-dnang B, bestimmen also auf dieser 
Curve Punctinvolutionen, deren Punete wir der Kürze halber selbst 
wieder mit fxl.. bezeichnen, so liegen die Involutionscentren 
YTY". . der krummen Involutionen fx .Im . rs, fx". hn . r's'. . auf 
der Geraden (Im), die Involutiouscentren Fir'tF'i . . der krummen 
Involutionen fx, . Imiy . rs, fx', . Im, . r's'. . auf der Geraden {hn,), 
und es ist YTY". . Ä YY'.Y", . . weil {(xx'x". .) f{x,x',x", . .) pro- 
jeetive Bttschel sind, deren Strahlen jene Involutionscentren be- 
siämmen. Fällt x auf l (geht der Sti'ahl x durch L) so tUUt 3^1 
auch auf l (es geht der Strahl x, auch durch L), die zugehörigen 
Punete YY, fallen in l auf F zusammen, und es sind folglich 
die Gebilde YYY".., Y^T.T',.. einander perspectiv, die Ge- 
raden YY,, Y'Y',, Y"Y"i . . geben durch einen Pnnct. Diese Ge- 
raden bestimmen aber auf B die Panete rs, r's', r"s". ., als Punete 
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die immer zwei Involutionen zugleich angehören, und folglich 
sind diese l'uucte, und folglieh sind die Strahlen rs . r's'.r"s"., 
in Involution, w. z. b. w. 

Nun kehren wir zu unserer BerUhrungsaufgabe zurllek. Ge- 
geben sind drei Funefe ASC von denen die beiden ersten ein 
idealea Paar sein können, und gegeben ist der Kegelsohnitt K, 
man soll durch die Punete ASC einen Kegelsehnitt S legen, der 
K doppelt bei-ithrt. Die Gerade {AB) trifft K in den Puneten 
%^, die auch ideal sein können, die Doppelpuncte 77' der In- 
volution AB . Si99 . , sind in jedem Falle völlig bestimmt Wählen 
wir einen davon ans und bezeichnen ibn mit P, verbinden C mit 
P, und bestimmen D so, dase P durch BC nnd durch die Schnitt- 
punete von (PC) mit K von einem nnd demselben Punete har- 
monisch getrennt ist, so ist B ein weiterer Punct von S. So bleibt 
die Aufgabe übrig, die Kegelschnitte des BUschels (ABGD) zu 
finden, die den Kegelschnitt K doppelt berühren, der P und p, 
die Polare von P für alle Curven des Büseliels, zu Pol und Polare 
hat. Der BUschel ABCD bestimmt mit K nach dem voraufgehenden 
HUlfsatze eine Strahleninvolntion rs . r's'. r"s". ., die Doppelstrahlen 
dieser Involution sind die Berübrungssebnen der beiden Kegel- 
schnitte S des Blisehels, die K doppelt berühren. 

Concentrisebe Kreise sind ein specieller Fall eines Blisehels 
mit doppelter Berührung. 

Hieran schliesst sich die Aufgabe: Eine Cnvve zu zeichnen, 
die durch zwei reale oder ideale Punete geht, zwei reale oder 
ideale gerade Linien berührt, und endlich durch einen weiteren 
realen Pnnet geht oder eine reale Gerade berührt. — Der Kegel- 
schnitt K der vorigen Aufgabe ist hier durch ein Geradenpaar 
ersetzt. (Fig. 63, Taf XIV.) 

Die Punete ABC und eine Involution in G seien gegeben. 
Wir construiren die Paare pp^ , qq^ der Involution in G, die bez. 
durch Ä und C und durch A und Iß harmonisch getrennt sind. 
Nimmt man dann Pp^ , (3§i als Pol und Polare eines Kegel- 
schnittes ^ an, wo P der Schnittpunct j) (^C), Q der Schnitt- 
puDct {AB) q ist, so sind I) und H zwei weitere Punete dieser 
Cuvve, wenn PDpyB, QEqiC harmonisch sind. Man erhält vier 
Kegelschnitte, wenn man bez. Pp{, Qq\; P\P, Ö2i/ ^Pi^ QiH 
PiP> Qi<L *ls Pol und Polare annimmt. Es sind pp^ conjngirte 
Gerade für die gesuchte Curve, die Polare von P geht durch P^, 
weil PCPiA harmonische Punete sind, und enthält den Pol von 
p, wenn also nicht P, der Pol von p ist, so muss pi die Polare 
von P sein. Da ferner ppi, qq^ in der Involution G gepaart sind, so 



y Google 



126 

gebort die InTolution G zur Curve, die mitbin die Aufgabe löst. 
Hat G doppelte ÖtrableD, bo sind die Lösnngen entweder alle 
vier real oder keine. Das letztere findet statt, wenn die Doppel- 
strahlen von G (die Tangenten) durch ÄC oder AB getrennt sind. 

Sind AB ideale Punete, und sind qq^ die Strablen der In- 
volution in G, die von diesen Puneten bai'moniseb getrennt sind 
(siehe Seite 111), so sind gg, conjugirte Strahlen, und es sind 
entweder §5, oder Qiq Pol und Polare der gesuebten Curve. 
Nehmen wir das erste an, so finden wir wie vorliin in E einen 
vierten Punet der Curve, K ist also in einem KegelsehDittbUschel 
zu suchen, von dem vier Punete AJ3CE Grundpuncte sind. Sind 
W ein Strablenpaar der Involution in G, so durchlaufen die Pole 
von l in Bezug auf die Curven des Büschels eine Curve zweiter 
Ordnung, die I' in L' und L" trifl't. Die beiden Curven des 
Biisehels, ftlr die L'l bez. L"l Pol und Polare sind, lösen die 
Aufgabe. Da die Curven auf einer Geraden durch L' oder L" 
eine Involution bilden, so ist das Paar dieser Involution zu 
suchen, das durch L'l bez. L"l barmoniseh getrennt ist, dieses 
Paar liefert zwei weitere Punete der gesuchten Curve. 

Die Lösung der Aufgabe fUr den Fall, dass zwei reale oder 
ideale Punete, zwei reale oder ideale Tangenten und eine reale 
Tangente gegeben sind, liefert das Princip der Dualität. 

Einen speciellen Fall bilden die Aufgaben, in denen ein 
Brennpunct gegeben ist, denn damit ist eine zur Curve zugehörige 
Involution gegeben, die die absolute Involution projicirt. 



Kapitel VI. 
Verbindung zweier Kegelschnitte. Weitere Sätze 
über Kegelschnittbüschel. Ideale Kegelschnitte. 



Zwei Curven zweiter Ordnung KK' besitzen stets e 
einen realen Doppelpol und eine reale Doppelpolare, d. h. 
einen Punet, der für beide Curven dieselbe Polare bat und eine 
Gerade (eben jene Polare), die fUr beide CuiTen denselben Pol 
bat. Der Satz ist mit seinem dualistischen identisch. 

Berühren sieb K und K', so ist der BerUbrungspunct ein 
solcher Doppelpol, und zwar einer der auf seiner Polare, der 
gemeinsamen Tangente, sitzt. Der Fall der Berührung kann dem- 
nach als erledigt angesehen werden, 



y Google 



127 

Berühren sich KK' nicht (Fig. 64, Taf. XIV), so mögen die 
Polaren der Punete ABC . . einer Geraden g ^y K ahc . . sein, 
die Polaren für K mögen a'b'c'. . sein, und die entsprechenden 
Polaren tm', hb', ce'. . mögen sieh in aßy . . schneiden. Da die 
Polaren den Pnneten ABC . . projeetiv sind, so liegen die Punete 
ctßy . . auf einer Curve zweiter Ordnung SJ, die dnrch die Pole 
GG' von g für K und K' hindurch geht. Die Polaren der Punete 
SISÖfö . . einer andern Geraden g iür K und ff, die Geraden a6c . . 
bez. a'&'c'. . schneiden sich paarweise in Pancten a'ß'y'. . eines 
Kegelschnittes S', der durch die Pole @®' der Geraden g für 
K und K' hindurch geht. Die Polaren des Punetes (gq), der als 
Punet von g mit L, als Punet von g mit £ bezeichnet werden 
mag, bestimmen einen SS' gemeinsamen Punet, der als Panet 
von S mit X, als Punet von S' mit X' bezeichnet werden mag. 
Die Kegelschnitte SS' haben daher noch einen zweiten Punet 
ft/i' gemein, wenn sie sich nicht in XX' berühren ■ — ein Fall der 
besonders besprochen wird, — und dieser Punet /{{i' ist ein Doppel- 
pol F und seine Polare eine Doppelpolai'e i> für K und K'. 
Denn in diesem Punete treffen sieh die Polaren mm' eines Punetes 
M auf g, und die Polaren mm' eines Punetes SR auf g. Dem 
Punete /i/i' sind also die Punete M und SK *Ur ff und ff' gleich- 
zeitig conjugirt, die Verbindungslinie p derselben ist die Polare 
von (i/i' oder P für K und ff', sie hat fUr beide Kegelschnitte 
P zum Pol, P und p sind ein Doppelpol und eine Doppelpolare, 
w. z. b, w. 

Wenn sieh aber S und S' in XX' berühren und nicht weiter 
achneiden, so kann es zweifelhaft erseheinen, ob ein Doppelpol 
existirt. Nehmen wir in diesem Falle an, dass ß' ganz inner- 
halb S liege, so giebt es auf beiden Seiten von g nämlich auf 
g Punete, deren flir ff und ff' gleichzeitig conjugirte' Punete im 
Innern von S, nämlich auf S" liegen. Einem Punete Q ausser- 
halb S sei der Punet M für ff und ff gleichzeitig eonjugirt. 
Wir verbinden R mit einem Punete A auf g, der mit E auf der- 
selben Seite von g liegt, ihm ist ein Punet a' im Innern von 
^ für ff und ff gleichzeitig eonjugirt. Auf dem Theile der Ge- 
raden {RA) der g nicht trifft, muss aus Gründen der Continnität 
ein Punet liegen, dem ein Punet g auf S als ein für ff und ff' 
eonjugirter entspricht. Diesem Punete ist aber auch ein Punet X 
auf g für ff und ff eoujugii-t, er besitzt also zwei verschiedene 
gleichzeitig conjugirte Punete, er ist ein Doppelpol. Es existirt 
also ein Doppelpol, seine Polare trifft g und g. Die Polaren der 
Punete (pg) und (jjg) müssen sieh in einem Punete, also in einem 
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gemeinsamen und realen Puncto von ^ und S' treffen, und da 
diese Kegelschnitte ausser IX' keinen gemeinsamen Punet baben, 
so müasen aicli die Polaren von ((jji){%i}) dort treffen, dieser Punet 
ist ein Doppelpol, seine Polare eine Doppelpolare. Es ist alao 
auch in diesem Falle ein Doppelpol und eine Doppetpolare vor- 
banden. 

Die Polare irgend eines Doppelpoles muss die Geraden i/g 
treffen, die vier Polaren der Schnittpunete dieser Polare mit </ 
nnd g müssen sieh in jenem Doppelpole treffen, er muss also auf 
Ä und Ä' liegen, so dass die gegebene Construetion sämmtliche 
Doppelpole als Sehnittpuncte von it und $t' liefert. Der dem 
Pnnete [g^ als gleichzeitig flir Ä' und K' eonjugirie Punet XX 
ist kein Doppelpol, wenn sich St und S' in XX nicht berühren, 
wie man sofort erkennt, wenn man die Gerade g verlegt. Es 
wird daher im Allgemeiuen drei und nur drei Doppelpole fttr K 
und K' geben, von denen zwei ideal sein können. 

Dia VerbindungsUnie sweiei Uoxipelpule ist eine Doppel- 
pola/ye. — Denn sie ist die Doppelpolare des Schnittpunetes der 
beiden Doppelpolaren der Doppelpole, die sie verbindet. — Ebenso 
ist der Schnitt zweier Doppelpolaren ein Doppelpol. 

Mehr als drei Doppelpole kfjnnen dadurch zu Stande kommen, 
dass erstens S und @' zusammenfallen. Dann ist jeder Punet 
dieser Curve ein Doppelpol, jede real treffende Secante eine 
Doppelpolare, und da man durch jeden Punet zwei S real ti'effende 
Seeanten legen kann, so ist jeder Punet ein Doppelpol. Dies 
kann offenbar nur eintreten, wenn K und K' zusammenfallen, 
denn in jedem andern Falle ist ein nicht gemeinsamer Punet 
von K und IC sicher nicht ein Doppelpol. Sind also, was natur- 
gemäss immer vorausgesetzt wird, K und K' nicht identisch, so 
fallen S und ^' nicht zusammen, 

Wenn aber zweitens B und S' in Geradenpaare zerfallen, 
so können sie eine Gerade und einen Punet gemein haben, es 
können also unendlich viele Doppelpole vorhanden sein, die auf 
einer Geraden liegen, und noch ein weiterer ausser ihr (der in 
speciellen Fällen auch noch auf diese Gerade fallen kann). Diese 
Gerade ist als Verbindungslinie von Doppelpolen selbst eine 
Doppelpolare, sie werde mit p und ihr Pol mit P bezeiehnet. 
Liegt P nicht auf p, so bestimmt die durch P gehende Doppel- 
polare jedes Punctes Q auf jj einen Q iüv KK' eonjugirten Punet 
Q' auf p, die Gerade p ist demnach eine Doppelsebne. Die 
{realen oder idealen) Tangenten in den Schnittpuneten von p 
mit K sind zugleich Tangenten flir E', die Curven K und E' 
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bertthren sieh doppelt. Liegt aber P auf p, so mUssen sieh K 
nud JQ \ü T beitilu-eo, und f ist gemeinsame Tangente. Soll 
auf ihr jeder Punet ein Doppelpol sein , so können sieh K und 
IL' ausser in P nicht wieder treffen. Denn wilre S ein gemein- 
samer Punet von K und K\ so bestimmte die Tangente an K 
in S auf f einen Pnnct Q, dessen Polare für K die Gerade (PS) 
wäre, und da Q Doppelpol sein soll, so muss dieselbe Gerade 
auch die Polare von Q fUr IC sein, die Tangente in ä an K' 
musa mit der an K zusammenfallen, die Curven ^und K' müssen 
sieh in P und S, also doppelt bertihren, die Gerade (PS) wäre 
eine zweite Gerade, in der jeder Punet ein Doppelpol ist. Daraus 
würde folgen, daaa jede Gerade eine Doppelpolare, jeder Punet 
ein Doppelpol wäre, dass K und K' identisch wären, was wir 
aussehlosaen. Sind also KK' nicht identiaeh, so müssen sieh 
diese Kegelschnitte in P so berühren, dass sie gewissermassen 
vier Puncte miteinander gemein haben, da eben die vier Sehnitt- 
punete, in denen sich zwei Kegelschnitte im Allgemeinen schneiden, 
in einen zusammengefallen sind. Man sagt in diesem Falle auch, 
es gehen die Curven in P eine Berührung dritter Ordnung mit 
einander ein. 

Die Curve zweiter Ordnung % welche die den Punoten der 
Geraden g ^i K und K' gleichzeitig conjugirten Punete enthält, 
zerfällt nur dann in ein Geradenpaar, wenn g durch einen Doppel- 
pol geht. Denn die Verbindungslinie der Pole (?(?' von g musa 
ein sich selbst entsprechender Strahl der beiden BUschel abc . ., 
a'b'&. . sein, wenn diese perspectiv sein aoUen, sie muss die Polare 
eines Punetes auf g sowohl fUr K als auch thr K' sein, sie muss 
eine Doppelpolare, ihr Pol auf g musa ein Doppelpol sein. Wenn 
demnach die vorhandenen Doppelpole nicht eine Gerade aua- 
fHllen, so kann man g sieher so wählen, daas die zugehörige 
Cui-ve K nicht in ein Geradenpaar zerfällt. 

Gieht es drei reale Doppelpole PP'I*" für zwei Kegelaehnitte 
KK', alao auch drei reale Doppelpolaren, so bilden sie für KK' 
ein gemeinsames Polardreieck, ein Doppelpolardreieek, 

Gieht es nur einen realen Doppelpol P, so besitzen die 
Involutionen / und P fUr K bez. K' eonjugirter Punete auf der 
Doppelpolare p kein gemeinaainea Paar. Denn das gemeinsame 
Paar liefert offenbar die beiden andern Doppelpole, weil dem einen 
Punete des gemeinsamen Paares der andere desselben und der 
Punet P für Ä" und K gleichzeitig eonjugii-t iat. Die Involutionen 
7 und T müssen demnach beide hyperholiaeh , und ihre Doppel- 
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pnncte mÜBSen durch einander getrennt sein, der Piinct P nrnss 
ausserhalb K nnd K' liegen. 

Wir nennen, wie schon früher festgesetzt wurde, eine Ge- 
rade, auf der Paare für K conjugii'ter Punete auch für K' con- 
jugirt sind, unter allen Umständen eine Doppelsehne, gleichviel 
ob die Scbnittpunete reale oder ideale sind. 

Giebt es nur einen realen Doppelpol P, so giebt es durch 
ihn zwei Doppelsehnen, von denen die eine die Curven KK' in 
realen, die andere in idealen Puneten trifft. — Wir wollen zu- 
erst von dem Falle, dass P auf seiner Polare liegt, also dass K 
und K' sieh in P berühren, absehen. 

Die Involutionen / 1' fUr K bez. K' conjugirter Punete auf 
der Doppelpolare p des Punetes P haben, wie wir sahen, ge- 
trennte reale Doppelpuncte. Daraus folgt, dass sich KK' zwei- 
mal und nur zweimal schneiden. Denn Kegelschnitte, von denen 
der eine ganz ausserhalb oder ganz innerhalb des andern liegt, 
können von keiner Geraden in getrennten Puneten getroffen 
werden, und zwei Kegelschnitte, die sich viermal sehneiden, be- 
sitzen drei reale Doppelpole, die Nebenecken des Vierecks der 
gemeinsamen Punete. Die Verbindungslinie s' der beiden Schnitte 
punete ist eine Doppelsehne. Der Punet auf ihr, welcher dem 
Scbnittpunete der Verbindungslinie ihrer Pole fUr K und K' mit 
ihr fUr K und K' conjiigirt ist, hat für K und K dieselbe Polare, 
die eben gezogene Gerade, und ist deshalb ein Doppelpol, und 
da nach der Voraussetzung nur ein Doppelpol vorhanden sein 
soll, so ist er eben dieser. Die beiden Pole der Geraden s' 
müssen übrigens von einander verschieden sein, wenn s' nicht 
Doppelberührungssehne, also jeder ihrer Punete ein Doppelpol 
ist. — Es giebt also durch unsern Doppelpol P eine Doppelsehne, 
die KK real schneidet. 

Es giebt aber durch jeden Doppelpol P zwei reale oder 
ideale Doppelsehnen, den Fall, dass sieh KK' doppelt berühren 
allein ausgenommen. — Wie auch die Kegelschnitte liegen mögen, 
es giebt stets nicht durch P gehende gerade Linien y, welche 
K und K in nicht getrennten, oder den einen oder beide Kegel- 
schnitte in idealen Puneten treffen. Die Involutionen für K und 
K' conjugirter Punete auf einer solchen Geraden besitzen nach 
Seite 84 ein gemeinsames Paar Act, diese Punete sind für K und 
K gleichzeitig conjugirt. Den Puneten ABC . . der Geraden g 
sind die Punete aßy . . eines Kegelschnittes ffi, der durch P geht, 
gleichzeitig conjugirt, die Büschel P (-ä£C . .), P{aßY.:) sind ein- 
ander projectiv und da PA, Pa ein Paar bilden, so sind sie in 
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Involution. Die Doppelstoalileo dieser offenbar*) niclit parabo- 
lischen Involution enthalten zwei Paare flir K und K' eonjugirter 
Puiicte, von denen ein Paar auf g und Ä liegt, das andere durch P 
und p bestimmt wird. Diese Geraden sind deshalb Doppelsehnen 
der Curven KK'. In dem Falle, den wir eben behandelten, dass 
nur ein Doppelpol P vorhanden ist, fanden wir eine reale Doppel- 
sehne s' durch I', die der eine Doppelstrahl der besprochenen 
Strahleninvolution in P ist, es giebt demnach noch einen zweiten 
realen Doppelstrahl, eine zweite reale Doppelsebne s" durch P. 
Sie trifft KK' in denselben aber idealen Puncten, weil sieb eben 
KK', wie wir sahen, nur in zwei realen Puneten sehneiden. Da 
KK zwei reale Doppelsehnen besitzen, so sind sie Individuen 
eines Büschels der Art wie er auf Seite 109 erzeugt wurde. P 
und p sind Pol und Polare fttr alle Curven dieses Büschels, und 
dieser ist durch die zwei Curven KK' völlig bestimmt, wir können 
ihn als Büschel {KK') bezeichnen. Durch einen Punet ist ein 
Individuum des Büschels bestimmt, 

Griebt es drei reale Doppelpole PP'P', deren Doppelpolaren 
pp'p" sein mögen, giebt es also ein Doppelpolardreieek, so giebt es 
wenigstens durch einen der Doppelpole ein Paar realer Doppel- 
sehnen, oder durch alle drei. Denn sucht man mit Hülfe der 
oben benutzten für KK' gleichzeitig eonjugirten Puncte Äa zu 
den drei Doppelpoleu die Doppelsehnen, so werden diese als die 
Doppelstrablen der Involutionen y^i". {PA){Pa)..,p"p . (Pj1)(Pr).,, 
pp'. {P'Äj(P'a] .. gefunden, man erkennt aber aus einer ein- 
fachen Zeichnung des Dreiecks PPP" und der Puncte Aa, dass 
die angeschriebenen Paare der drei Involutionen entweder in 
einem Falle oder in allen drei Fällen nicht durch einander ge- 
trennt sind, dass also entweder die eine, oder alle drei Involu- 
tionen reale Doppelstrahlen besitzen, es giebt also entweder durch 
einen der Puncte PPP' reale Doppelsehnen oder durch alle drei. 

Doppelsehnen, die sich in einem Doppelpole sehneiden, heissen 
ein Paar, zwei Doppelsehnen s's", die kein Paar bilden, schneiden 
sich in einem Puncte der Curven KK, denn ein solcher Schnittr 
punet ist entweder je einem Puncte auf s's" conjugirt, er ist ein 
Doppelpol, oder er ist sich selbst conjugirt, er ist ein Punet der 
Curven. Giebt es demnach drei Doppelpole und nur ein reales 
Paar von Doppelsehnen, so können sich die Curven KK' nicht 
real treffen. Denn treffen zwei Doppelsehnen die ein Paar bilden 



*) Ausgenommen den Fall, dass F auf einer DoppelbetülirungsselinB 
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die Curveu real, so liaben diese vier reale Puncte gemein, die 
Seiten des aus ihnen gebildeten Vierecks («ilden drei Paare realer 
Düppelsehnen. Trifft nur eine Doppelsehne die Curven, so wissen 
wir aus dem Vorhergebenden, dasa nur ein realer Doppeipol vor- 
handen sein kann. Giebt es drei Doppelpole und nur ein Paar 
realer Doppelsehnen s's", so sind KK' Individuen eines Kegel- 
schnittbüsehela durch zwei Paare idealer Puncte, und [s's"] ge- 
hört zum Büschel, PPP" bilden ein Polardreieek für alle Curven 
des Büschels. Giebt es drei reale Doppelpole und drei Paare 
realer Doppelsehnen, so sind KK' und die Paare realer Doppel- 
sehnen Individuen eines Kegelsehnittbüsehels durch die vier 
realen Schnittpuuete von K und K'. Der Büschel kann in jedem 
Falle als Büschel {KK') bezeichnet werden. 

Berühren sich KK' in einem Puncte P, und ist p die ge- 
meinsame Tangente, und treffen sich KK' noch in zwei Puncten 
AB, 80 ist die Gerade .?, die AB verbindet, eine Doppelsehne, 
ihr Schnittpnnct F' mit p ist ein Doppelpol, ps sind ein Paar 
von Doppelsehnen. Ebenso sind {PA) (PB) ein Paar von Doppel- 
sehnen. Durch P gehen also hier drei Doppelaehnen, aber nur 
zwei davon bilden ein Paar, die Gerade p gehört zu P und 
bildet mit s ein Paar. Schneiden sieh KK' in idealen Puncten 
AB, so giebt es durch P nur ein ideales Paar von Doppelsehnen, 
Die Polaren der Puncte ABG.. aufy, abc. für K, a'b'c'.. für 
K' sind diesen und also unter sich projectiv, p ist in dieser Pro- 
jeetivität ein sich selbst entsprechender Strahl. Der zweite ge- 
meinsame Strahl sei p', der zugehörige Punct auf p sei P, er 
ist ein Doppelpol. Durch diesen Doppelpol P giebt es ein Paar 
realer Doppelsehnen , von denen eine p ist, die andere verbindet 
die idealen Sehnittpuncte von KK'. 

Es erübrigt noch den Fall zu betrachten, in dem KK' sich 
in P berühren und nur noch einmal real schneiden, oder was 
dasselbe ist, den Fall in welchem von dem Paare realer Doppel- 
sehnen durch P eine mit^ zusammenfallt. Es sind dann gewisser- 
masseu drei Sehnittpuncte der Curven KK' in einen zusammen- 
gefallen, es findet dort nicht bloss Berührung, sondern Schmiegung 
(Berührung zweiter Ordnung) statt, ea giebt dann nur ein Paar 
realer Doppelsehnen, von denen p eine ist. Fällt die andere 
auch auf p, so haben wir in P eine Berührung dritter Ordnung. 

Es giebt also in jedem Falle ein Paar realer Doppelsehnen, 
nur müssen wir in dem Falle der Berührung dritter Ordnung die 
Tangente im Berührungspuncte als eine doppelte Doppelsehne 
ansehen, wir müssen sie zweimal zählen. Ebenso ist die Be- 
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rUhrungadoppelschne, wenn eich KK' doppelt berühren, zweimal 
zu zählen. 

Au8 den auf Seite 119 angestellten Betrachtungen folgt, dass 
jedes Paar von Puncten Aa, welchea flir KK' gleichzeitig con- 
jugii-t ist, durch jedes Paar vorhandener Doppelsehnen harmonisch 
getrennt ist, es ist aber üblich, diesen Satz auch noch anf folgende 
Betrachtung zu gränden. 

Die Punete Aa anf g, die uns (Seite 130) zur Anfflndnng 
der Doppelsehnen führten, liefern ein Paar der Involution 
P(Aa.Bß..), deren Doppelsti-ahlen die Doppelsehnen sind, sie 
sind also durch dieses Paar harmonisch getrennt. Da aber für 
Aa ein ganz willkürliches Paar von Paneten, die ftir KK' gleieh- 
zeitig conjugirt sind, genommen werde» kann, so gilt der Satz 
allgemein. Hieraus folgt auch wieder, daas ein Paar von Puneten 
Aa, die für zwei Curven eines BUsehels (KK') conjugirt sind, 
iür alle Curven des Büschels conjugirt sind, denn sie sind von 
dem immer vorhandenen Doppelsehnenpaare s's" harmonisch ge- 
trennt, und mithin ist der einem Punete für den Büschel con- 
jugirte schon durch [s's"\ und eine Curve Ä" völlig bestimmt. 

Giebt es drei reale Doppelpole aber nur ein Paar realer 
Doppelsehnen s's", so gieht es im Büschel (KK) zwei Kegel- 
schnitte, die in Punete oder vielmehr in Paare idealer gerader 
Linien, die sich in einem realen Punete schneiden, ausarten, 
nämlich die beiden Punete, von denen die Involutionen für den 
BUschel conjugirter Punete auf s's" gleichzeitig projicirt werden. 
Die durch die idealen Doppelpuncte gehenden Strahlen sind die 
ausgearteten Kegelschnitte, die auch Grenzpunete oder Grenz- 
kegelsehnitte des Büschels genannt werden. Der Punet (s's") ist 
ein Doppelpol P des Büschels, und die eben gefundenen sind die 
beiden andern Doppelpole F'F". Die Tangente eines durch einen 
Doppelpol P' auf p gehenden eigentlichen Kegelschnittes des 
Büschels muss zugleich die Polare p' des Punctes P, die zugehörige 
Doppelpolare sein, also eine Gerade die nicht durch P' geht. 
Dies ist nur möglieh, wenn der Kegelschnitt durch P in ein 
(reales oder ideales) Geradenpaar ausartet, dann ist die Polare 
des Schnittpunetes der Geraden unbestimmt. 

Wie construirt man einen Sehmiegungsbüsehel? K 
sei ein Kegelschnitt und p die Schmiegungstangente im Punete 
P auf .ff", S sei ein weiterer -willkürlicher Punet auf K Die 
Verbindungslinie s der Punete PS und p bilden ein Paar von 
Doppelsebnen des Büschels. Ist M ein beliebiger Punet, und 
legt man durch ihn eine Gerade </, deren Schnittpuncte mit K 
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A und B, mit p iiud s C und B sein mögen, und hestimmt man 
M' gemäss dev Involntion -dB . CB . MM', so ist M' ein Punct 
des Kegelschnittes im Bilsehel der durch Jf geht. Durch FpMM'S 
ist eine Curve des Büschels bestimmt, sie trifft K nur im Puncte 
S. Denn träfe sie K noch in S', und träfe g die Gerade PS' 
in 6", so mttsste il/' den beiden Involutionen AB . OB . MM', 
AB . OD . MM' angehören, was nicht möglieh ist. 

Soll sich in diesem Blieehel ein Kreis, der Sohmiegungs- 
kreis (Krlimmungakreis) vorfinden, so kann S nicht willkürlich 
gewählt werden. Die Pnnete LM die K mit der uneigentlichen 
Geraden gemein hat, und die uneigentliehen Puncte UV von p 
und s bestimmen eine Involntion LM . UV.., der die absoluten 
Puncte //' angehören müssen, wenn ein Kreis im Büschel ent- 
halten sein soll. Oder umgekehrt, LM.IT.. bestireimen eine 
Involution der UV angehören müssen, wenn sich im Büschel ein 
Kreis vorfinden soll. Der Pnnct U ist gegeben, der Punet V und 
also S und s werden durch die Involution LM.IJ'.UVhe- 
stimmt. Die Aufgabe, den Schmiegungakreis zu construiren, rc- 
dueirt sieh auf die, einen Kreis zu zeichnen, der durch den eben 
gefundenen Punct S geht und ^ in P berührt. 

Ein Thei! der in diesem Kapitel ausgesprochenen Sätze ist 
identisch mit den dualistischen. Nur in den Sätzen, die von eon- 
jugirten Puneten und von KegelschnittbUscheln handeln, müssen 
für die eonjugirten Puncte eonjugirte gerade Linien, für die 
Kegelschnittbüschel Kegelachnittsehaaren eintreten. 

Lehrsatz. Durch drei Puncte, von denen zwei ideal sein 
können, und durch ein Paar eonjugirter Puncte AB ist ein Kegel- 
sehnittbüschel bestimmt. 

Geht die Gerade AB durch einen der gegebenen Puncte, 
so ist der von diesem durch AB harmonisch getrennte der vierte 
Grundpunct des Büschels. 

Im allgemeinen Falle bestimmen wir zwei Punctpaare UV, 
U'V so, dass AÜBV, AU'BV harmonische Würfe sind, wobei 
AB auch ideal sein können. Die Kegelschnitte KK', die durch 
die drei gegebenen. Puncto und durch UV bez. UV bestimmt 
sind, constituiren den gesuchten Büschel. Der Büschel (KK') 
enthält alle Kegelschnitte, die unserer Forderung genügen. Denn 
gäbe es einen Kegelschnitt K", der dem Büschel (KK") nicht an- 
gehörte, aber der Forderung genügte, so würde auch der Büschel 
{KK") der Fordeiung genügen. Die durch den Büschel {KK") 
auf {AJ}) bestimmte Involution muss ebenso wie die durch {KK'} 
bestimmte AB zu Doppelpuncten haben, denn fiir die durch A 
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geheadeo Kegelschnitte der beiden BUseliel kann B nur dann 
Ä conjugirt sein, wenn (AB) Tangente an sie ist. Haben die 
Involutionen, welche die Büschel (KK") {KK") auf (AB) bestimmen, 
dieselben Doppelpunete , so fallen sie ganz zusammen, und die 
Büschel (KK') (KK") müssen identisch sein, oder es mues K" 
im Büschel [KK') enthalten sein. Die Aufsuchung des vierten 
Örundpunctes des Büschels wird besonders bequem, wenn man 
fttr U den Sehnittpunct einer Geraden durch zwei der drei ge- 
gebenen Punete nimmt, weil dann der zugehörige Kegelschnitt 
K in ein Geradenpaar zerfällt. 

Das Gesetz der Dualität lehrt, dass eine Kegelsehnittschaar 
durch drei Tangenten, von denen zwei ideal sein können, und 
ein Paar conjugirter gerader Linien bestimmt ist. 

Durch drei Punete und zwei Paare conjugirter Punete ist 
im Allgemeinen ein Kegelschnitt bestimmt. — Durch drei Punete 
LMN {LM können ein ideales Paar sein) und durch ein Paar 
conjugirter Punete AB ist ein Kegelschnittbüschel bestimmt. Trifft 
(LM) {AB} in S', und ist S von S' durch AB harmonisch ge- 
trennt, so sind (LM), (NS) ein Paar Doppelsehnen des Büschels 
(die bez. mit s's" bezeichnet werden mögen), denn sie gehören 
dem Büschel als ein ausgearteter Kegelschnitt an. Das andere 
gegebene Paar conjugirter Punete A'B' nehme man als Doppel- 
punete einer Involution i, an. Die Involution I^, die die Kegel- 
schnitte des eben gefundenen Büschels a,nf {A'B") bestimmen, hat 
mit /[ entweder ein (reales oder ideales) Paar gemein, oder alle 
Paare. Im ersten Falle liefert das gemeinsame Paar zwei Punete 
des Kegelschnittes der unserer Aufgabe genügt, im zweiten Falle 
ist der Kegelschnitt durch die Data nicht bestimmt, und jeder 
Kegelschnitt des gefundenen Büschels gentigt der Aufgabe. Es 
müssen in diesem Falle A'B' durch jedes im Büschel enthaltene 
Geradenpaar (wie s's") harmonisch getrennt sein. 

Dualistisch hierzu ist ein Kegelschnitt im Allgemeinen be- 
stimmt, wenn drei Tangenten und zwei Paare von conjugii-ten 
Geraden gegeben sind. Genügen zwei Kegelschnitte diesen Be- 
dingungen, so genügt die durch diese beiden bestimmte Sohaar 



Alle Kegelschnitte, die durch drei Funde und die Paare 
einer Involution auf einer Geraden g gehen, liegen in einem Kegel- 
schmtibüschel Denn sind KK' zwei Kegelschnitte, die durch die 
drei gegebenen Punete und je ein Paar der Involution gehen, so 
bestimmen die Individuen des Büschels (KK) auf g eine In- 
volution, die mit der gegebenen zusammenfallen muss, weil sie 
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zwei Paare mit ibr gemein bat. Ebenso liegen — bieizu dua- 
listisch — alle Kegeleehuitte, die drei gegebene gerade Linien, 
von denen zwei ideal sein können, und je ein Paar einer Strihlen 
involution zu Tangenten haben, in einer Kegelschnitts ha 

Lehrsatz. Durch zwei reale oder ideale Fun t nd d h 
zwei Paare conjugirter Puncte ist ein Kegelschn ttht h 1 1 
stimmt. — Die beiden Puncte mögen durch eine In 1 t f 

einer Geraden s, die eonjugirten Punete AB durch e In 1 t n 
auf (/, die eonjugirten Punete A'B' durch eine Involution auf y' 
gegeben sein. AB, A'B' können auch ideale Puncte sein. Trifft 
s die Geraden gg' bez. in U und U', und sind VV die Puncte, 
die von UV bez, durch AB^ A'B' harmonisch getrennt sind, und 
wird VV mit s' bezeichnet, so ist das Geradenpaar ss' ein Kegel- 
schnitt, der die Forderung befriedigt. Er soll mit K bezeichnet 
werden. Einen zweiten K' erhalten wir, wenn wir einen Punct 
31 beliebig annehmen und in dem Biisehel, der durch den Punct 
M, die Doppelpuncte der Involution auf s und die Paare der In- 
volution auf (/ bestimmt ist, den Kegelschnitt bestimmen, für den 
A'B' eonjugirte Puncte sind. Sollte es deren mehrere geben, so 
wählen wir irgend einen für K'. Die sämmtlichen Kegelschnitte 
des Büschels {KK') genügen den gestellten Forderungen. Jeder 
Kegelschnitt K", der diesen Forderungen genügt, rauss ein In- 
dividuum des Büschels {KK') sein. Denn gehört er dem Büschel 
nicht an, so genügt auch der Büschel [K'K") den Forderungen 
des Lehrsatzes, fiir den s eine Doppelsehne ist, s' aber nicht. 
Es giebt aber eine zweite Doppelseime s" des Büschels [K'K"), 
die mit s ein Paar bildet. Das Geradenpaar ss" als ein Kegel- 
schnitt des Büschels muss ebenfalls den Forderungen unseres 
Satzes genügen, und es muss deshalb s" durch die Puncte VV 
auf g lind g' gehen, was nicht möglich ist, wenn s" von s' ver- 
schieden ist. 

Durch zwei Tangenten und durch zwei Paare conjugirter 
gerader Linien ist eine Kegelschnittsehaar bestimmt. 

Lehrsatz. Durch einen Punet L und drei Paare conju- 
girter Puncte AB auf g, A'B' auf y', A"B" auf g" ist ein Kegel- 
schnittbüschel bestimmt, wenn nicht ABA'B'A"B" Ecken eines 
Vierseits sind, — Nimmt man einen Punct Jlf hinzu, so bestimmen 
LM und die eonjugirten Paare AB, A'B' einen Büsehel, in ihm 
findet man nach geläufigen Methoden den Kegelschnitt K', für 
den A"B" conjugirt sind. Nimmt man für M eiuen andern nicht 
auf K' liegenden Punet, so findet man einen zweiten Kegelschnitt 
K", der den Forderungen des ausgesprochenen Lehrsatzes genügt. 
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K'K" schneiden sioh in L, besitzen also eine durch L f 
Doppelsehne s, und folglieh eine zweite s', die mit s ein Paar 
hildet. Bezeichnet man ss' als Kegelschnitt K, m genügt der 
BUsehel (KK') den Forderungen unseres Satzes. 

Ebenso findet man leicht die Schaar von Kegelschnitten, 
von denen eine Tangeute und drei Paare conjugirter gerader 
Linien gegeben sind. Sind die letzteren Seiten eines Vierecks, so 
giebt es unendlich viele solcher Sehaaren. 

Es ist leicht einen BUsehel zu finden, fllr den vier Paare 
von Puneten conjugirte sind, oder eine Schaar zu finden, für die 
vier Paare von Geraden conjugirte sind. Da aber durch drei 
Paare conjugirter Punete nach dem Hesse'schen Satze unendlich 
viele andere Paare deteiminirt sind, so wird es in unendlich 
vielen Fällen unendlich viele Büschel (bez. Sehaaren) gehen, für 
die die vier Paare conjugirte sind. 

Lehrsatz. Durch ein Polardreieck und ein Paar conjugirter 
Punete ist ein Kegelschnitthilsehel bestimmt. — Das Polardreieek 
sei FP'P", die den Ecken gegeullberliegenden Seiten seien pp'p" 
(Fig. 65, Taf. XV), die conjugirten Punete AB liegen auf einer 
Geraden y. Durch B legen wir eine Gerade h und nehmen sie 
als Polare von A für eine Curve zweiter Ordnung K an. Wir 
wählen sie so, dass ihre Schnittpuncte IPM" mit p' und p" durch 
die Geraden AP', AP' getrennt sind. Dann sind die Strahlen- 
paare {AP'}, (AM') ; (AP'}, (AM") nicht durch einander getrennt. 
Der Büschel A (PM'. P'M". P3f) ist nach Seite 75 in Involution. 
Diese Involution muss eine dem Kegelschnitt K zugehörige sein, 
weil M" der Pol von AP', W der Pol von AP ist. Die realen 
Doppelpnnete LM dieser Involution bestimmen mit A zwei Tan- 
genten des Kegelschnittes K und zugleieii deren StUtzpuncte. 
Verbindet man einen derselben L mit P, nnd sucht auf der Ver- 
bindungslinie den von dem Stlitzpuncte durch P nud p har- 
monisch geti-ennten L', so ist er ein weiterer Punct von K und 
dieser Kegelschnitt ist nun durch fünf reale Elemente völlig be- 
stimmt. Es ist h die Polare von A für K, weil sie die Berühruugs- 
puncte der Tangenten von A s.ji K verbindet. AF, AM sind 
harmonisch durch die Tangenten getrennt, also eonjugirt, der 
Pol von AP liegt auf AM und auf h, ist also M. Die Polare 
von P geht durch M und ist durch LL' harmonisch von P ge- 
ti'ennt, ist also die Gerade p. Der Pol von AP' ist M', die 
Polare von P geht durch 31' und P, ist also p', ebenso ist p" 
die Polare von P'. Die Curve K genügt also den gestellten 
Forderungen. Aendert man h in h' ab, so erhält man durch 
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gleiche Constriiktion einen Kegelschnitt K\ der ebenfalls der 
Forderung gentigt, folglich genilgt jedes Individuum des Kegel- 
schnittbUaehela {K'K') den Forderungen. Aber jeder Kegel- 
schnitt K", der den Forderungen des in Frage stehenden Satzes 
Genlige leistet, gehört dem Büschel {KK') an. Denn wäre Ä" 
eine andere den Forderungen genügende Curve, so wUrden ihnen 
auch alle Curven des Büschels {K'K") genügen. In ihm giebt 
es einen Kegelschnitt K'", der K real trifft, und der Büschel 
{KK'") genügt ebenfalls den Forderungen. In diesem Büschel 
ist sicher ein realer Kegelschnitt vorhanden, für den h' Polare 
vou A ist. Durch diese Bestimmung ist aber, wie die objge 
Construktion lehrt, K' völlig bestimmt. Der Büschel {KK'") muss 
K' enthalten, der Büschel {KK') muss K" enthalten, der Büschel 
{K'K'") muss K" und K enthalten, der Büschel {KK') muss 
demnach endlich K" enthalten, w. z. b, w. 

Eine vielleicht einfachere, und, weil sie auch anwendbar 
bleibt, wenn AB ideal sind, jedenfalls allgemeinere Methode, diesen 
Büschel zu finden, ist die, dass man aus dem Polardreiecke und 
einem Paare der Involution, in der AJi Doppelpunete sind, einen 
Kegelschnitt K construirt, aus dem Polardreiecke und einem 
andern Paare der Involution einen Kegelschnitt K'. Der Büschel 
{KK) ist der gesuchte. 

Durch ein Polardreieek und ein Paar eonjugirter gerader 
Linien ist dualistieb hierzu eine Kegelschoittschaar bestimmt. 

Hat ein Kegelsebnittbftsehel mindestens einen realen Grund- 
pnnct, 90 füllen die Polaren eines Punctes für die Kegelschnitte 
des Büschels einen linearen Büschel vollständig aus. Denn die 
Polaren sind den Tangenten in jenem Grundpunete projectiv, die 
Tangenten aber füllen einen linearen Büschel völlig aus, weil zu 
jeder willkürlich gewählten Tangente eine Curve des Büschels 
gehört, also bedecken auch die Polaren eines Pnnctes einen 
linearen Büschel vollständig. 

Sind aber die Grundpunete des Büschels alle vier ideal, so 
ist dies nicht der Fall. Es giebt dann zwei GreuKkegelschnitte 
im Büschel, die in zwei Puncte 7*P", genauer in zwei Paare 
idealer sich in je einem realen Puncte schneidender gerader 
Linien, ausgeartet sind, die beiden Doppelpole des Büschels, durch 
die keine realen Doppelsehnen gehen. Sind AH für den Kegel- 
schnittbüschel eonjugirte Puncte, so sind BF, BP' die Polaren 
von A für die Grenzkegelschnitte PF". Die Kegelschnitte des 
Büschels bilden auf der Geraden p die PF' verbindet und deren 
Pol P sein mag, eine Involution. Durch einen Punct zwischen 
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P'P" geht ein Individnum dea Böaehels, und man erhält alle 
Individnen, wenn man diesen Punet die (eigentliche) Strecke 
P'F" auf p durchlaufen läest. Die Polare eines Punetes A 
auf }) an den durch diesen Punct A bestimmten Kegelschnitt 
des BUsehek ist die Taßgeiite in A, und sie dreht sieh eon- 
tinuirlich um F, wenn der Kegelschnitt im BUsehel aich con- 
tinuirlich ändert. Wird derselbe etwa durch einen Punet X auf 
i> bestimmt, so erliält man eine continnirliehe Folge von Kegel- 
schnitten des Büschels, wenn man X continuirlich ändert. Fällt 
X auf A, so fällt die Polare von A auf a die Gerade {AT), 
fällt X auf P' oder F', so fällt sie auf {AI") bez. {AF'). Die 
Polaren von A fUr alle Kegelschnitte des Büschels liegen daher 
in dem Winkel FPF", in dem A liegt. Trifft eine Gerade durch 
F die Gerade jj ausserhalb FF', so giebt es keine Curve im 
Böschel, för die sie die Polare eines Punetes A aai p zwischen 
FF' wäre. Die A für den Büschel conjngirten Pnnete auf p 
bedecken nur den Theil FF' dieser Geraden, der A enthält. Da 
die Polaren eines beliebigen Punetes 31, dessen conjugiiier N sein 
mag, den Polaren von A projectiv zugeordet sind, so bedecken 
aneh die Polaren von M nur den Theil des linearen BüseUels 
N, der durch (NF), (NF') begrenzt ist, und der den Punet M 
entbält. 

Ideale Kegelschnitte. Sind in einem Kegelschnittbüsehel 
mit vier idealen Grundpuneten AB eoujugirte Punete, FFF' die 
in diesem Falle realen Doppelpole, von denen FF' zugleich die 
Grenzpunete oder Grenzkegelsebnitte sein mögen, und wird FF' 
mit p, FF mit p", PF' mit p' bezeichnet, so gehört zu jeder 
Geraden a durch S, die von der Geraden (AB) durch FF' nicht 
getrennt ist, ein realer Kegelschnitt des BKsebels, für den a 
Polare von A ist. Ist aber a von (AB) durch FF" getrennt, so 
ist ein solcher Kegelschnitt nicbt vorhanden. In diesem Falle 
adjungiren wir dem Paare A a als Pol und Polare einen 
idealen Kegelschnitt. Ist A' ein andrer Punet, dem B' fllr 
den Büschel conjugii-t ist, und ist a' die Polare von A', so wird 
dem Paare A'a' ebenfalls ein idealer Kegelschnitt adjungirt, wenn 
kein realer zu ihm gehört. Die Polaren Uia^a-^ . . von A, wenn 
zu ihnen reale Kegelschnitte K^K-^K^ . . gehören, sind den Polaren 
a'^a'^a'-i . . von A' flir dieselben Kegelschnitte projectiv zugeordnet, 
dies lassen wir auch für ideale Kegelschnitte gelten. Den Paaren 
aA, a'A' wird demnach derselbe ideale Kegelschnitt adjungirt, 
wenn aa' in den projeetiven Reihen aia.ia^..a.., a'ia'^a'^ . .a'.. 
entsprechende Strahlen sind. Die Maimigfaltigkeit der idealen 
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KegelseliBitte des Btisobcls wird demnach erschöpft, wenn zu 
jeder Geraden a durch B, zu der kein realer Kegelschnitt ge- 
hört, ein idealer adjungirt wii-d, und die realen und idealen zu- 
sammen sind demnach eineindentig auf die Strahlen eines linearen 
Büschels bezogen, ihre Mannigfaltigkeit ist von der Mächtigkeit 
eines linearen BUschels oder einer geraden Punetreihe. Wir sagen, 
das8 die Kegelschnitte des Büschels, die realen und idealen, den 
zQgehÖrigen Polaren a des Punctes Ä projectiv zugeordnet seien. 

Die Polaren (midi . . von Ä gehen durch B, die Polaren 
bbih-! . . von B gehen durch A fUr reale wie ideale Kegelschnitte 
des BUsehels. Ein Punct heisst den Puneten seiner Polare con- 
jugirt, auch wenn der zugehörige Kegelschnitt ideal ist. 

Die Punete einer Geraden y sind ihren Polaren auch ftir 
einen idealen Kegelschnitt K projectiv zugeordnet. — Die Punete 
seien L'M'N'. ., ihnen seien auf deraelhen Geraden für die reellen 
Kegelschnitte RyK^Ki des Büschels bez. die Panete LiMyNi . ., 
L-iM^N^ . ., LiMiNi . ., für K die Punete LMN . . zugeordnet. So 
ist L'M'N'. . ~/\ L,MiN^ . . /\ L^MiNi . . 7\ L^M^N.^ . ., und die realen 
oder idealen Punete UV auf g, die einander für den Büschel 
eonjugirte sind, sind in allen diesen Projeetivitäten sieh selbst 
entsprechende Punete. Ist nun dem Wurfe aßyS der Büschel 
von vier Kegelschnitten KyK^K^K projectiv (sind etwa aßyii 
die Polaren eines Punctes für diese vier Kegelschnitte), so ist 
LiLiL^L ]\ MiMiM^M /\ N^N^N^N Ä ■ - Ä «M' Daraus folgt 
(Seite 108) dass L'M'N'. . 7\ LMN. . ist. Es sind also die L'ßl'N. . 
conjugii-ten Punete und folglich die Polaren diesen Puneten pro- 
jectiv, w. z. b. w. In den Reihen LMN. . /\ L'M'N'. . bilden die 
für den Kegelschnittbüsehel eonjugirten Punete UV ein Paar, 
die Punete einer Geraden und ihre eonjugirten sind demnach 
in Involution, und wir eehliesaen daraus, dass auch für ideale 
Kegelechnitte der Satz richtig ist: Ist L&' eonjugirt so ist auch 
i'S eonjugirt und die Polaren aller Punete einer Geraden gehen 
durch den Pol dieser Geraden, weil er allen Puneten dieser Ge- 
raden eonjugirt ist. Ebenso sind eonjugirte Gerade gegenseitig 
reeiprok eonjugirt. 

Nachdem diese fundamentalen Sätze ei-wiesen sind, leuchtet 
von selbst ein, dass der Satz von Hesse (Seite 76) und der 
Satz von der perspectiven Lage zweier einander polaren Drei- 
ecke richtig bleibt, wenn auch die darin vorkommenden Pole und 
Polaren zu einer idealen Curve zweiter Ordnung gehören. Liegen 
zwei Dreiecke einander perspectiv, so lässt sich nun immer ein 
realer oder idealer Kegelschnitt finden, für den sie einander polar 
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eittd, die Construktion der Polare eiues beliebigen Pnnetea, wie 
sie auf Seite 92 und 93 gegeben wurde, unterliegt nicht mehr 
dem auf Seite 93 gemaehten Vorbehalt. Zwei Dreiecke, die einem 
Kegelschnitte eingeschrieben sind (Seite 94), sind stets Polar- 
dreieeke eines realen oder idealen Kegelsehnittea. Die Pole einer 
Geraden für die Individuen eines Kegelachnittbüscheb bedeofcen 
einen Kegelschnitt vollständig, wenn sie nicht bloss für die realen, 
sondern auch fUr die idealen Kegelschnitte des BUschels ge- 
nommen werden. — 

Haben drei Kegelschnitte K^, K^, K^ zwei reale oder ideale 
Schnittpunete auf der Geraden s gemein, und sind Sjj, %,, s^ die 
Doppelsehnen je zweier dieser Kegelschnitte — .% die von Ki, 
K^ u, 8. w. -— die mit s je ein Paar bilden, so schneiden sieh 
diese in einem Puncte. 

Es sei Pn der Doppelpol auf s für K^K^, F^^ der für E^K^, 
Pai der für K^Ki. Sind die Puccte AB (die auch ideal sein 
können) für KiK^ gleichzeitig und ftir K^K^ gleichzeitig con- 
jugirt, so sind sie auch für K^K, conjugirt, es gehen eben die 
Polaren von A für alle drei Kegelschnitte durch JB. Puncto, die 
fftr ÄTi-ffä gleichzeitig conjugirt sind und ebenso für K2K3, liegen 
auf einer Geraden g durch den Punct (suS^s). Denn trifft (Fig. 66, 
Taf. XV) g die Geraden ssi^ S23 bez. in NNi^N^^, so müssen NAN^^B, 
NANi^B harmonische Würfe sein, es müssen also N,iNi^ in 
(Sia^sj) zusammenfallen. Da aber AB auch für K^Ki conjugirt 
sind, so rauss g auch durch den Schnittpunet (s^gSai) gehen, also 
müssen sich Si^s-i^Szi in einem I^uncte schneiden. Es bleibt aber 
noch Ubrig nachzuweisen, dass es reale oder ideale Puuete giebt, 
die fllr alle drei Curven K^K^K^ gleichzeitig conjngirt sind. Es 
giebt auf S|g ein solches Paar. Denn die Involution für KiK^ 
gleichzeitig eonjugirter Puncto auf 8,3 hat mit der Involution für 
Ki eonjugirter Punete ein reales oder ideales Paar gemein. 

Sind KfK^K^ Kreise, so enthält die uneigentliehe Gerade 
zwei Puncte, die allen drei Curven gemein sind, nämlich die ab- 
soluten Punete. Die uneigentliehe Gerade ist die Gerade s des 
ausgesprochenen Satzes. Die Geraden Si^j, 5.23, S31 aber werden 
in der messenden Geometrie Potenzlinien der Kreise genannt, 
unser Satz gewinnt daher f^r diesen speeiellen Fall den Ausdruck; 
Die Potenzlinien je zweier von drei Kreisen gehen durch einen 
Punet, den Potenzpunet der drei Kreise. — Die Potenzlinie zweier 
Kreise pflegt; mit Hülfe dieses Satzes construirt zu werden. 

Ein Kegelscbnittbüschel trifl't einen Kegelschnitt, der durch 
zwei reale oder ideale Grundpunete des Büschels geht, in I 
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einer Involution, denn die Verbindnnjfsliiiien der Selmittpunete 
gehen nach dem ehen Gefundenen durch einen Punct. Damit 
löst man leicht die Aufgabe, durch vier reale oder ideale Punete 
einen Kegelschnitt zu legen, der einen dnreh zwei derselben 
Punete gehenden Kegelschnitt K berUlirt. Die Doppelpuncte der 
Involution, die den KegelHchnittbüsehel durch die vier Pnnete 
auf K bestimmt, sind die Bertthrungspunete. Durch zwei Kegel- 
schnitte des Büschels (die auch Geradenpaare sein können) ist 
die Involution bestimmt. Hat die Involution keine realen Doppel- 
puncte, 80 giebt es keine Lösung der Aufgabe. 

Auf jeder Geraden y durch den Schnittpunet Q von Sj^^is^si 
giebt es zwei Punete, die flir KiK^^Ki, gleichzeitig conjugirt sind. 
Die Punete, die für das Geradenpaar (ssij) und K-^, eonjngirt sind, 
sind auch für KiK^ conjugirt, und die Punete, die für das Paar 
[ss-i'i) conjugirt sind, sind auch flir K^K-i conjugirt. Zwei Punete 
auf einer Geraden g, die fUr das Geradenpaar {ssy^ con)ugirt, 
d. h. von ihnen harmoniseh geti^ennt sind, sind auch ftir das 
Geradenpaar {ss-^^ conjugirt. Die Involution die fllr K^ conjugirt 
ist, hat ein Paar mit der Involution fUr ss^ und s%s eonjugirter 
Punete gemein, diese Punete sind für K^^K^K^ gleichzeitig con- 
jugirt. Nachzuweisen, dass diese Punete auf einer Curve zweiter 
Ordnung liegen, die auch eine ideale sein kann, mag dem Leser 
überlassen bleiben. Ausser diesen Puncten ist noch auf der Ge- 
raden s jedem Punete ein anderer auf s für KtK-iK^ gleichzeitig 
conjugirt. 



Kapitel VII. 

Die Clebsch'sche Gonflguration, Etwas über Col- 
lineation. Die Pascal-Steiner'sche Gonflguration, 

Bei der folgenden Untersuchung der Clebsch'scheu Con- 
figuration ist eine Abhandlung von Sehröter im 28. Bande der 
Leipziger Annalen wesentlich benutzt worden. Die Beweisführung 
mnsste natürlich den Grundsätzen dieses Werkchens gemäss von 
algebraiseben Betrachtungen befreit werden, und ausserdem habe 
ich noch das Clebsch'sche Sechseck als ein projectiv- reguläres 
Fünfeck mit Centrum aufgefasst, wodurch mir das Bild dieser 
Gonflguration an Klarheit zu gewinnen scheint. 

Sind vier Punete ABCD gegeben, und sucht man (Fig. 67, 
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Taf. XV) zwei weitere Puncte EF von der Beschaffenheit, daaa 
folgende vier Paare unter einander stellender Dreiecke 
BCB BCD BCB BOB 
EAF AEF EFA FAE 
etaander perspectiv liegen bez. mit den Perspectivitätacentren 

/ II III IV, 

90 sind EFIJIIIIV vollständig bestimmt, wenn / auf (^C) ge- 
geben ist. Dieser Pnoct aber kann auf {AC) willkilrlicb ge- 
wählt werden. 

Es liegt / auf {BE), also E auf {BI), F auf (JD). Es 
liegt II auf {AB) und auf {FB) gleich {DI), dui'ch {AB) {DI) 
ist II bestimmt. Ferner liegt III auf {AD) und auf {BE) gleich 
{BI), durch {AD) und (B/) ist III bestimmt. Nun muss E auch 
auf {BIII) und {CII) liegen, E ist also bestimmt. F muss auf 
{Dil) und (GIII) liegen und ist dadurch bestimmt. Endlieh 
liegt IV auch auf {AC) {BC) {DE) (siehe Seite 10) und ist da- 
durch bestimmt — Zieht man die Gerade {Hill), die {BD) in 
M trifft, so sind MIA Nehenecken des Vierecks BD Hill und 
also ist M von dem Pnncte N, in dem sich {BD) {AC) schneiden, 
harmonisch getrennt und von der Wahl des Punetes I auf {AC) 
unabhängig. 

Da das Dreieck IBD dem Dreieck C II III perspectiv liegt 
mit dem Perspectivitätseentrum A, so sehneiden sich nach dem 
Batze von Desargues die entsprechenden Seiten in drei Puncten 
einer Geraden, d. b. MFE liegen auf einer Geraden, oder E und 
F liegen bei jeder Wahl des Punetes I [auf {AC)] mit M auf 
einer Geraden. 

Da der Punct / noch frei anf {AC) beweglich ist, so kann 
man ihn so wählen, dass ACB^EFB wird mit dem Perspee- 
tivitätscenti'um V. Die Geraden {BD) und {CF) gleich {CHI) 
mögen sich in Z schneiden, {BD) und {AE) mögen sich in Z' 
schneiden, so muss I so gewählt werden, dass Z und Z' zu- 
sammenfallen, dann ist Z der Punct V. 

Projieiren wir BZ'DN von A auf {BE) nach BEIIII, so 
ist BZ'DN-/^ BEIIII, und projieiren wir BEIIII von F 
aus auf (BD), so erhalten wir B E III I ~/\ BMZD, so dass 
BZDN A BMZD ist. Der Wurf BZDN ist dem Wurfe BZ'DM 
(siehe Seite 55) entgegengesetzt, und also sind 

BZ'DM und BMZD oder DMBZ' nnd MBDZ 
entgegengesetzte Wärfe. Nach Seite 55 kann man auf zwei 
Weisen Z so bestimmen, dass Z und Z' zusammenfallen. Um 
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bei einem bestimmten Falle zu bleiben, wäblen wir fUr V den 
Punet Z (gleieli Z') der von N dureb JiC aicbt getrennt ist. So 
sind die Pnncte ABCDEF nun so eonstruirt, dass sie zunäebst 
fUnf Paare perspectiver Dreiecke liefern, die mit ihren zugehürigen 
Perspeetivitätseentreu sieh wie folgt anschreiben lassen 



BCD 


BCD 


BCD 


BCD 


ACD 


EAF 


AEF 


BFA 


FAE 


EFB 


1 


II 


in 


IV 


r. 



Die so construirte Configuration enthält aber zehn Paare von 
Dreiecken, die einander je vierfach perspectiv liegen. Zunäehat 
findet man, daas zu jedem der Perspectivitätscentren I II III IV V 
je vier perspective Dreieckspaare gehören, die man erhält, wenn 
man die in der Tabelle übereinander stehenden Eckpunete mit 
einander vertauscht. Schreiben wir zuerst die Perspectivitäts- 
centren und rechts davon die vier zugehörigen perspectiven Drei- 
eckspaare an. so erhalten wir die folgende Zusammenstellung: 

/ BCD BCF BAD ECB 

EAF EAD ECF BAF 

II BGB BCF BEB ÄCB 

AEF ABB ACF BEF 

III BGB BGA BFD ECB 
EFA EFB EGA BFA 

IV BGB BGE BAD FCB 
FAE FAB IGE BAE 

V ACB ACB AFB ECB 
EFB EFB ECB AFB 

Nun folgt aus zwei perspectiven Lagen zweier Dreiecke, bei 
denen die Reihenfolge der Ecken eyclisch vertauscht ist, (nach 
Seite 10) eine dritte pei-spective Lage. Aus AGB ^ BEF und EFB 
folgt ACB X FBE, das Perspectivitätscentrum mag mit VI be- 
zeichnet werden. Es giebt wieder vier Dreieckspaare, die ans 
den sechs Ecken ABCBEF gebildet werden können und die 
einander perspectiv liegen mit dem Perspeetivitätseentrum VI. 
Durch weitere Combination eyclisch perspectiver Dreiecke erhält 
man noch vier neue Perspectivitätscentren mit je vier Paaren 
perspectiv liegender Dreiecke. Sie lassen sich in folgende 
Tabelle zusammenstellen, in der oben die Perspectivitätscentren 
nnd darunter die zugehörigen Dreieckspaare stehen. 
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I 


II 


m 


lY 


r 


BCD 

EAF 


BCD 

AEF 


BCD 

BFA 


BGB 

FAJE 


AGB 
EFB 


BGF 
SAD 


BGF 
AED 


BGA 
EFD 


BCE 
FAD 


AGB 
EFD 


BAD 

ECF 


BEB 

ACF 


BFD 

EOA 


BAD 

FGE 


AFB 
ECB 


EOI) 
BAF 


AGB 
BEF 


EGD 
BFA 


FCD 
BAE 


i ECB 
, AFB 



Vf^ 


rn 


VIII 


IX 


X 


ÄCD 
FBE 


ABC 
EFD 


ABE 
DCF 


AGB 
BBF 


ABG 
FDE 


ACE 
EBB 


ADD 

EEG 


AUF 
DCE 


AGF 
BDE 


AME 
FBG 


ABB 

FGE 


AFG 
EBD 


ACE 
DBF 


ADE 
BGF 


ABC 
FBE 


FCD 
ABE 


EBC 
AFB 


DBE 

AGF 


BCE 
ADE 


FBG 
ADE 



Man kann die Configuration auch 80 anordnen, dass man 
zu jedem Dreieckepaare die zugeliörigen Perspeetivitätscentren 
anschreibt. Man erhält dann folgende Tabelle. 

ABC A DEF III VII X r 

ASD % CEF I VII VI IV 

ABE % GDF VI VIII IV X 

ABE X GDE I V VIII VII 



ABG A BEF 
AEG A BDF 
AFG A BDE 
ADE A BCF 
ADF A BGE 
AEF A BGB 



I 

VI 

IX 

II 

I 

IV 

I 



11 

VI VIII III 
IX VII VIII 
II IX X 
V VII IX 
II III IV 



Dies ist die Clebseh'sehe Configuration. Sie kann auch als 
ein projectiv-reguiäres FUnfeek mit Centrum aufgefasBt 

T h D m a B , KsaeisohHitte. 1 
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werden. Legt mau nämlich duvcli BCDEF eine CniTe zweitev 
Ordnung K, die in der Zeichnung a!a ein Kreis (Fig. 68, Taf. XV) 
.mit dem Mittelpunct A angenomnien ist, so ist der oben mit M 
bezeichnete Sehnittpunct {BI)){EF) (der in der Zeichnung ein 
uneigentlieher Punct ist) der Pol der Geraden (AG) für K, denn 
er ist von N auf {AG) harmoni^^eh durch BI) getrennt und lieo-t 
auf der Polare von A, weil IMIJ ein Pjliilieieck fUi K ist 
Die Geraden (BD) ißF) sehneiden si b ilan aut dei Polare \ ou 
A. Eine blosse Bneh^tabenvel1^uaehunJ, lehit dies tunf Kehen 
ecken des Fünfecks BCDEF aut dei Polaie von A tUrÄ het,en 
nämlich die Kebenecken {( F) (I)L) {BB){TF {(F){TF) 
{1)F)(BC), {BE)(CD). Diese Nehenecken sind die Pole der 
Geraden, die den Punct A, den wir das projeotive Centrum oder 
auch schlechthin Centi-um des Fünfecks nennen wollen, bez. mit 
den PuDcten BCDEF verbinden. Zu dem dem Kegelschnitte K 
eingeschriebenen FUnfeckflInfseit BCDEF giebt es demnach einen 
Punct A, den wir das Centrum desselben nennen, von der Be- 
schaffenheit, dass seine Verbindungslinien mit den Ecken des 
FUnfeckfünfseits den diesen Ecken gegenüberliegenden Seiten für 
K conjugirt sind. Man kann sogar aus den fünf Ecken auf 
zweierlei Weise ein Füofeckfünfseit herstellen mit derselben 
Eigenschaft, Dämlich noch das FünfcekfUnfseit BDFCE. ^us 
diesem Grunde wollen wir das FUnfeckflInfseit BCDEF (oder 
Ruch BDFCE) ein projeetiv-reguläres Fünfeckfünfseit nennen 
mit dem Centrum Ä. 

Hier ergiebt sieh naturgemäss die Aufgabe: Einer Curve 
zweiter Ordnung ein FUnfeckflInfseit einzuschreiben, das pro- 
jeotiy-regnlär und dessen Centrum ein gegebener Punct A ist — 
Die Polare der Nebeneeke {BD) (EF) oder M geht durch den 
Punct C der Curve K, M liegt also ausserhalb, es liegen also 
die Nehenecken, die auf der Polare von A liegen, sämmtlieh 
ausserhalb K. Daraus werden wir weiter unten folgern, dass die 
Polare von A ganz ausserhalb K liegt. Der Punct A muss dem- 
nach innerhalb K gegeben sein, wenn die Lüsung der Aufgabe 
möglich sein soll. ~ Der Wurf DMBV ist ein bestimmter, 
wenn noch gefoi-dert wird, dass V von M durch BC getrennt 
sein soll, ich meine, er ist ein bestimmter, wenn DMBV und 
BMDV entgegengesetzte Würfe sein sollen, wenn aus ABCDEF 
die Clebsch'sche Gonfignration oder das projectiv-reguläre FUnf- 
eekfönfseit zu Stande kommen soll. Man sieht nämlich leicht 
ein, dass dieser Wurf dem Wurfe ayßX der zu Seite 55 gehörenden 
Zeichnung auf Tafel VIIT (Fig. 29) projeetiv ist Wird der von 
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M durch BD harmoniseli getrennte Punet (er ist eine Neben- 
ecke des Sechsecks ABCDEF) mit N bezeiclmet, so ist auch 
NYBM oder A{CEBB) ein. bestimmter Warf, der aus irgend 
einer Clebsch'schen Configuration entnommen werden kann. Diesen 
Wurf, in dem YB durch NM nicht getrennt ist, wollen wir den 
Pünfeokswurf nennen, weil er dem projectiv-regulären Fünf- 
eck eharacteristisch ist. Ist y' die Mitte zwischen aß in Fig. 29, 
so ist der Fünfeekswm-f dem Wurfe y'Xßy projectiv, womit dieser 
Wurf stereotypiii ist Die Herstellung dieses Wurfes ist eine 
Vorbedingung zur Lösung unserer Aufgabe, deren Vollendung 
aber noch verschoben werden mnss; zunächst kehren wir zur 
Ciebsch'sehen Configuvation zui-liek. 

Wegen der völligen Gleichberechtigung der Ecken einer 
Ciebsch'sehen Configuration gegen einander folgt unmittelbar, dass 
es fünf Gerade giebt, in denen fUnf Nebeneeken des Sechsecks 
liegen, jede ist die Polare einer Ecke für die durch die tlbrigen 
fünf gehende Curve zweiter Ordnnng. Durch diese Nebenecken 
gehen immer nur je zwei Seiten des Sechsecks. Man kann diese 
Geraden den Ecken zuordnen, deren Polaren sie sind. Dann liegt 
die Nebenecke {BD) {EF) auf den beiden A und G zugeliiirigen 
Geraden, es liegen daher fflnftehn Nebeneeken auf den sechs 
Geraden, durch jede dieser Nebenecken gehen zwei jener Ge- 
raden. Weitere Nebeneeken des Ciebsch'sehen Sechsecke sind 
die Perspectivitätscentren I II . .X. Durch sie gehen je drei 
Seiten des Sechsecks, in ihnen sind von den Nebenecken, die ein 
gemeines Sechseck hat, drei in eine zusammengefallen. Das 
Clebseh'sche Seehseek hat demnach nicht 45, sondern nur 25 
Nebeneeken, 15 liegen zu je fünf auf sechs Geraden, und die zehn 
übrigen, die Perspectivitätscentren der Ciebsch'sehen Configura- 
tion, sind die Sehnittpuncte von je drei Seiten des Sechsecks. 

Die Ecken von zwei perspectiv liegenden Dreiecken lassen 
sich auf vierfache Weise zu einem Brianehon'schen Sechsseit- 
sechseek durch gerade Linien verbinden, z. B. wenn ABC J\ 1>EF 
ist, und wenn die Ecken in der Reihenfolge verbunden werden, 
in der sie angeschrieben sind, so erhält man die vier Brianehon'- 
schen Seehsseitsechsecke 

ABCDEF, ABFDEC, AECDBF, AEFBSC. 
So lassen sich aus einem Ciebsch'sehen Sechseck auf vierzig 
Arten Brianchon'sche Sechsseite bilden, die in zehn Gruppen 
von je vier zerfallen. Aus diesem Grunde wird die Clebsch'sehe 
Configuration auch ein zehnfach Brianehon'sches Seehseek ge- 
nannt, 
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In der die Olebseh'sche ConligKvatiou daratellenden Zeiclinung 
(Fig. 68, Taf. XV) ist A als Mittelpunet eines Kreises, die übrigen 
filnf i'uncte sind als regnläres Fünfeck anf dem Kreise ange- 
nommen. Wir lesen ans dieser Figur noch einige Eigenschaften 
ab, auf deren projeetiven Beweis wir iliglieh verzichten können. — 
Von den zehn Perapeetivitätseentren liegen fünf I II IIIVX 
innerhalb des Kreises und bilden wieder ein reguläres Fünfeck, 
also mit A eine neue Clebsch'Bche Conflguration. Die übrigen 
IV VI VII VIII JX liegen ausserhalb und bilden wieder mit A 
eine Clebseh'aehe Conflguration. Wegen der Gleichberechtigung 
der Ecken muss jede Ecke mit zwei Gruppen von t&ni Perspee- 
tivitätscenti-en eine Clebsch'sebe Conflguration bilden, so dass wir 
deren zwölf erhalten. Die fünf Nehenecken 

(CF) {DE), {BD) {EF), {CE) (FB), {DF) {BG), {EB) {CD) 
liegen auf der Polare von A. auf der uneigentliehen Geraden, 
die übrigen fünf Geraden, die je fünf Nebeneeken des Sechsecks 
enthalten, sind die Verbindungslinien der Mitten der Seiten des 
Pftnfeckfönfseits BCDEF, diese Mitten geben wieder ein regu- 
läres Fünfeck, und geben so zu neuen Configurationen Anlass. 

Schröter flndet weiter Gruppen von je sechs I 
centren die auf einem Kegelschnitte liegen; diese 1 
mag der sieh dafttr interessirende Leser in der oben a 
Abhandlung Schröters stndiren. 

Eine Collineation. Die Puncte und Geraden einer Ebene 
sollen einander eineiudentig so zugeordnet werden, dass jedem 
Puncte einer Geraden durch einen gewissen Punct P ein Punct 
einer andern Geraden durch P entspricht, da also die Puncte einer 
Geraden durch P den Puneten einer andern Geraden durch P ent- 
sprechen, so sagen wir, die beiden Geraden entsprechen einander, 
uud zwar setzen wir fest, dass die Geraden durch P einander 
projectiv entsprechen sollen. KKiK^.. sei eine Sehaar von 
Curven für die P und p Pol und Polare sind, und die sich in 
zwei idealen Puneten TT' auf p berühren, so dass p Doppel- 
berührungssehne ist, die idealen Doppeltangenten von P an die 
Schaar seien W. Dies sollen die sieh selbst entsprechenden 
Strahlen der in P gegebenen projeetiven StrahlbUschel sein, so 
dass die Projectivität der Büschel Wabe. . /\ tt'a'b'c'. . in P be- 
stimmt ist, wenn noch ein Paar etwa aa' gegeben ist. Jedem 
Puncte einer der Curven KKi . . soll ein Punct derselben Cnrve ent- 
sprechen, der Punet P entspricht sich selbst, und einem Puncte auf ^i 
entspricht ein andrer Punct auf p. Jetzt ist jedem Puncte L der 
Ebene ein bestimmter Punet L' zugeordnet, denn liegt L anf dem 
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Sh'ahl l durch P und auf der Cuvve K, ao liegt L' auf dem l in 
den BUeeheln Wob . . /\ tt'a'h'. . entsprechenden Strahle l' und auf der 
Curve K. Nennen wir die Ebene als Feld der nngestriehenen 
Pimcte £, ala Feld der geetii henen f ao sind die 1 untte m s 
den Piincten in t', die Puncte in t den 1 imcten m t eindeutig 
zugeordnet. Die Puncte FTT sind in diesei Zuoilnunt, sich 
selbst entsprechende. 

Einer Punetreihe LL^Li luf dem Strahle J dun.h P ent 
spiieht eine ihr projeetive rdei vielmehi peispe ti\e Reihe 
L'L\L\ . . auf dem entsprechenden Stnhle l durch T Es tieffe 
l die Keg'elsehnitte KK^K-i ■ ■ aussei m LL I noch in MM M 
ao treffen sich die Geraden {L'L){L'M), {Ly'L,){L\M,), {L'^L.,) 
{L'%M^, . . mit je einem Paare eonjugirter Strahlen durch P auf 
1) (siehe Seite 80) und zwar mit dem Paare, das von W har- 
monisch getrennt ist, alao mit einem und demselben Paare, Die 
Geraden (LL') {LiL\) [L^L'^) . . gehen durch einen Pimct auf jj, 
sie sind also perspectiv. 

Wie findet man zu einem Puncte L den entsprechenden L'7 
Es liege L auf K und l, L' auf K and V. Der Strahl a treffe 
K in Ä, a' treffe K in Ä', so muss Wal 7\ U'a'V sein. ^ Wir 
projiciren von irgend einem Punete M des Kegelschnittes K die 
Puncte TT' (ap) (Ip) auf K und ebenso TT' (a'p), die entstehenden 
projectiven Punctreilien seien TT'ai 7\ TT'a'X' worin 1' der auf 
K dem Puncte {l'p) entsprechende Punct ist, der eben zu finden 
ist. Die Perspectivitätsachse der projectiven Icrummon Punet- 
reihen auf K ist p, weil sie durch TT' geht, auf ihr müssen sich 
{a'X) und {aX') schneiden. Dadurch ist X' bestimmt. {MX') liefert 
{l'p), und {l'p) mit P verbunden giebt V, und {l'K] giebt L'. — 
Man kann aber auch das folgende Verfahren einsohlagen, {ÄL) 
berühre unter den Cnrven des BUsehels {KKy) den Kegelschnitt 
Ä. Die Tangenten an ^ bestimmen auf K projeetive Punct- 
reihen, in diesen entsprechen die Punete TT' sich selbst. Legt 
mau von L eine Tangente an S", und trifft diese K in L', so ist 
TT'ÄL X TT'A'L', und also ist L' der gesuchte Punct, wenn 
noch bewiesen wird, dass Puneten auf K bei der in Frage 
stehenden Zuordnung ihnen projeetiv zugeordnete auf K ent- 
sprechen, was weiter unten geschieht. — Wir wollen dieses Ver- 
fahren als projeetive Drehung um P um den Winkel {aa') be- 
zeichnen. Um den Begriff einer projectiven Drehung um den 
Panet P vollständig zu charakterisiren , muss ausser P noch ein 
Kegelschnitt K gegeben sein, der bei der Drehung in seiner Lage 
ungeändert bleibt. Es drehen sieh dann alle Kegelschnitte 



y Google 



150 

KiK^K^.. in sieh, dio mit K auf der Polare 2) von P eine 
doppelte Berührung eingehen. Die augenblicklich behandelte Zu- 
ordnung der Ebenen s und s' ist eine solche, in der jeder Punet 
aus seinem entsprechenden durch projeetive Drehung um P um 
den Winkel {aa') hei-vorgeht, während ein gegebener Kegelschnitt 
K sich in sieh dreht. 

Wir beweisen, dass eine Gerade g durch projeetive Drehung 
in eine Gerade g' iibergeftihrt wird, die ihr also in der Zuordnung 
£8' entspricht. — Eine Gerade g möge ^ in X bertUiren und p 
in Z ti-effen, während sie KiK^K^ . . bez. in XyX^X-^ . . und zum 
zweiten Male in YiTiY^.. trifft, die Gerade a treffe dieselben 
Ctirven in ÄAiA^ . ., a' ti-effe sie in A'A\A'-2 . . Dann sind 
P(TXiT%), P(TXiT%),.. harmonische Strahlen, und wenn durch 
die projeetive Drehung X in X', X^X^ . . Y^Y^ . . bez. in X\X'-i . . 
YiTi.. übergeftthrt werden, so ist F(TTAXi)-/\I'{_TT'A'X\), 
P{TT'AY,) Ä PiTT'A-Y\), P{TT-AX->) Ä PiTTA'X/), . . darans 
folgt, dass auch PCrX'iTT'i), P{TX'-iTY\), . . harmonische Strahlen 
sind. Der geometrische Ort, der die Punete X'X'^TiX'iTi, . . ver- 
bindet, werde mit F bezeichnet und treffe p in Z'. Die Strahlen 
P{X',Z'.X',Yi.X'>iTi..) bilden eine Involotion, die der In- 
volution F(X.Z . XiYi .X^Y^..) projectiv zugeordnet ist. Zieht 
man in X' eine Tangente g' an K, und trifft diese die Curven 
K,Ki.. in Puncten X",Y"i, X".iT\..,p in Z", so ist P{X'.Z". 
X"iY'i . .) ebenfalls eine Involution. Der Punct Z" auf jj wird 
durch die PX' eonjugirte Gerade h' durch P bestimmt. Die PX 
eonjngii-te Gerade durch P sei /*, sie geht durch Z. Offenbar 
aber werden eonjugirte durch P gehende gerade Linien — sie 
sind dnreh W harmonisch getrennt — durch projeetive Drehung 
um P in eonjugirte Gerade übergeführt, (PX), h in {PX'), h', A. h. 
der Punct Z" und der Pimct Z' fallen zusammen. Die durch 
die Gerade g' bestimmte Involution P{X'.Z'. X'\Y"i .X'^y'^..) 
und die durch /' bestimmte P(X'.Z'. X\Y', . X'-iY-i..) sind 
identisch, der Zug /"" muss mit der Geraden g' zusammenfallen, 
die Gerade g wird durch die projeetive Drehung in eine Gerade 
(/' llbergeführt. Es entspricht also in der Zuordnung se' nicht 
bloss jedem Punete ein Punct, sondern auch jeder Geraden eine 
Gerade. 

Jedem linearen StrahlbUschel entspricht ein ihm projeetiver. 
Denn sind Q und Q' die Gentren der Eüsehel, — sie liegen auf 
demselben Kegelschnitt K der Sehaar KK^K-i . . — und ti-ifft der 
Büschel Q die Gerade l durch P in aßy.., und trifft Q' die l 
entsprechende Gerade V in a'ßY- ■> ^o ^^^'^ diese Punetreilien, wie 
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obeu bewiesen, einander perspectiv, die Büschel sind also pro- 
jectiv. Die Centi'en i^^' liegen auf derselben Curve K unserer 
Schaar, bestimmen also auf ilir projeetive Puoctreihen. Daraus 
folgt der auf Seite 149 geforderte Satz: Den Poncteii einer Curve 
K, die bei projectiver Drehung ungeiiudert bleibt, entsprechen 
Punete dieser Cnrve, die den ersten projeetiv zugeordnet sind. 

Die hier definiite Zuordnung der Punete und Geraden der 
ebenen Felder et' hat folgende Eigenschaften. Ea entsprielii 
jedem Punete ein Punet, jeder Geraden eine Gerade, jedem line- 
aren Strahllilisehel ein ihm projectiver und folglieh jeder geraden 
Piinetreihe eine ihr projeetive. Dies sind die weaentlichen Eigen- 
schaften einer Collineation. Dass einer Cnrve oder einem Btlsehel 
zweiter Ordnung wieder eine Curve bez. ein Büschel zweiter 
Ordnung entspricht, dass Pol und Polare, conjugirte Punete oder 
Strahlen flir einen Kegelschnitt in Pol und Polare, conjugirte 
Punete oder Strahlen für die entsprechende Curve Übergeführt 
werden, ist eben wegen der ProjectivitRt der Elementargebildo 
selbstverständlich. Der Leser mag sich die Aufgabe stellen, durch 
projeetive Drehung zwei Punete in zwei gegebene andere über- 
zuführen, einen beliebigen Kegelschnitt in einen Kreis, d. h, den 
Punet P und eine Cnrve K, die sich in sich dreht, zu finden, 
welche die Lösung vollbringen. 

Construction des projeetiv-regulären Fünfecks. Der 
Curve K soll ein projectiv-reguläres Fünfeck mit dem Centrum 
P eingezeichnet werden. Man nehme eine Ecke A auf K will- 
kürlich an, {AF) habe den Punet M zum Pol, man lege durch 
P die Geraden xy so, dass sie durch {FA) (PM) nicht getrennt 
sind, und dass (FA'jxpiPM} den auf Seite 147 definirten Fünf- 
eckswnrf bilden. Wir machen P zum Centrum einer projectiven 
Drehung, die K m sich dreht. Drehen wir nun den Büschel 
{FA)xy{FM) filnfmal im gleichen Sinne «m den Winkel {AFM), 
so niuss, wenn der Strahl y in seiner Anfangslage eine zweite 
Ecke des projectiv-regulären Fünfecks bestimmen soll, der Strahl 
y', der durch fünfmalige projeetive Drelmng aus y hervorgegangen 
ist, mit y zusammenfallen. Durch die Bedingung, dass (FA).>y{FM) 
ein FUnfeckswurf sein soll, ist y noch nicht bestimmt, sondern 
kann willkürlich gewählt werden, aber es sind die Strahlen y 
den Strahlen y' projeetiv zugeordnet den Eigenschaften der pro- 
jectiven Drehung gemäss. Die sich selbst entsprechenden Sti-ahlea 
dieser Verwandtschaft geben durch ihren Hchnitt mit A' je eine 
Ecke des gesuchten projectiv-regulären Fünfecks, Man sieht 
leiebt ein, dass die beiden sieh selbst eiits])rechendeQ Strahlen 
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yy' zwar vereehiedene Eekt-n, aber dasselbe Fünfeck liefern. Da- 
mit ist die Anfgabe gelöst. 

Dreht mau das ganze projeetiv-reguläre Fünfeck um P, so 
bleibt der Fünfeekswurf unverändert, und mitbin ist in jeder 
Lage die gedrebte Figur ein projeetiv-reguläres Fünfeck. Dabei 
durchwandert der Po! M von AP die Polare p von P vollständig, 
er liegt ausserhalb K und mithin liegt die Polare von P ganz 
ausserhalb K, was schon auf Seite 146 ausgesproehen wurde. — 
Die Seiten des projectiv-regulären FUnfeekB berühren alle ein 
und dieselbe Curve des Büschels oder der Schaar sich in sich 
projeetiv drehender Kegelschnitte. 

Eine andere CoUineation. Die Bezeichnung CoUineation 
für eine eineindeutige Punet-Punet-, Geraden-Geraden-Zuordnnng 
oder Verwandtschaft wird von den Geometern nicht überein- 
stimmend gehandbabt. Zuweilen verstehen sie darunter die- 
jenige Zuordnung der Ebenen ee' (die wir hier als zusammen- 
fallend ansehen) bei der nur drei Punete, von denen wie in 
obigen Beispiele zwei ideale sein können, sieh selbst 
ihen, zuweilen aber verstehen sie diejenige Zuordnung 
darunter, bei der die Punete einer Geraden p, die sogenannte 
Fluchtlinie, säramtlieh sieh selbst entsprechen, und bei der 
ausserdem die Sti'ahlen eines linearen Büschels sich selbst ent- 
sprechen. Der Träger P dieses Büschels ist natürlich ein sich 
selbst entsprechender Punct, der in speciellcn Fällen auch auf 
p liegen kann. Sind P imd p gegeben, und soll jedem Punete 
ein Punct, jeder Geraden eine Gerade entsprechen, so ist diese 
Verwandtschaft völlig bestimmt, wenn noch ein Paar entsprechender 
Punete AA' gegeben sind, die mit P auf einer Geraden liegen 
müssen, weil jedem Punete auf einer Geraden durch J' ein 
Punct derselben Geraden entsprechen soll. Man könnte die Ver- 
wandtschaft, in der nur drei Punete (und drei gerade Linien) 
sich seihst entsprechen, passend projective Felderverwandtsohaft, 
die zweite, in der die Punete der Fluchtlinie sich selbst ent- 
sprechen, perspective Feldei-verwandtscbaft nennen. Den Fall, 
dasa P auf p liegt, wollen wir aussehliessen. — Um zu einem 
Punete B den zugeordneten B' zu finden, verbinden wir B mit 
A, der Geraden {BÄ) muss die Gerade iMA') entsprechen, die 
eich mit {AB) in M auf p schneidet, denn da dieser Schnitt- 
punct sich selbst entspricht, und da A A' entspricht, so enthält 
{MA') zwei Punete, die zwei Puneten auf {AB) entsprechen, und 
da die Punete einer Geraden den Puneten einer Geraden ent- 
sprechen sollen, so müssen die Punete auf (J-B) den Puneten auf 
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(Ä'M) entsprechen. Den Puneten der Geraden (PS) entspreeben 
Punete derselben Geraden, also muss B' anf (FB) liegen. B' mt 
der '^phnittpunet von f 1 V) und (I31) tind int diduitli eindeutig 
beshinmt Li&st man i auf dei Ceiidtn (ill) liufen so Hüft 
B luf { 1 V) nnd es hegt die Reihe dei B der Reibe dei B 
per'ipectiv mit dem Peispectnitatsceutium I Um zu emei Ge 
ladeii II die eut'^piechende y zu fanden biautht mau nui /u be 
melken diss die zugeordnete die geoehene lut ß heften muss 
Dann bnucht min nui noch zu einem Punkte luf ihi den ent 
'spiechenden zu (.oubtiuuen und den gefundenen Punct mit (jj) 
zu yei binden 

Veibmdet m^n i mit M luf p h mit A luf ji nnd 
schneiden, "uh diese f tiaden in T und '^md Ü die ITi ent 
sprechenden Punete, so sind {A'M){B'R) die {AM){BN) ent- 
sprechenden Geraden, sie sehneiden sieh in dem G entsprechenden 
Punete C. Lägst man nun eine Gerade g durchlaufen, in 
C1C2 - . übergehen, wodurch MN in MyNi.. übergehen, so ist 
A{MMi .)'^B(ßNi.), weil sich die entsprechenden Strahlen 
auf g schneiden, ferner ist A(MM, . .) Ä Ä'(3f,M^ . .)> B{NNi . .) 
%B'{N,Ni..), und folglich ist A'(MM,M:,..) ~/\ B'iNNiN^..). 
Fällt C auf den Schnittpunet von g mit {A£), so fallen die Punete 
MN zusammen und die Strahlen A'M, B'N fallen ebenfalls zu- 
sammen, entsprechen sieh selbst Daraus folgt, dass ji' ( JOfj ilf^ . .) 
"^ B' {NN^N-i . ) ist, und dass also C eine Gerade durchläuft. 
Es ist leiebt ersichtlich, dass die Reihe der C der Reibe der C" 
projectiv zugeordnet ist. Demnach entspricht jeder geraden Punet- 
reibe eine ihr projective gerade Punetreihe, und ebenso beweist 
man, dass jedem linearen Strahlbusehel ein ihm projectiver ent- 
spricht. Daraus folgt, dass jedem Kegelschnitt ein Kegelschnitt 
enteprieht, und Gebilden, die für einen Kegelschnitt eonjngirt 
sind, entspreeben Gebilde, die fUr den entsprechenden Kegel- 
schnitt eonjugirt sind. 

Die zuerst behandelte Collineation wurde als projective 
Drehung bezeichnet, die zweite kann als projective Aohnlich- 
keit angesehen werden. Ist nämlich die Gerade iJ die uneigent- 
liche, so ist die resultirende Vei-wandtschaft eine solche, dass 
verwandte Gebilde einander ähnlich sind nnd ähnlich liegen mit 
dem Aehnliehkeitspunete F. Liegt F anf j), auf der uneigent- 
lieben Geraden, so geht die Aehnlichkeit in Congnienz Über, wo- 
bei die Begriffe Aehnlichkeit und Congnienz aus der niessenden 
Geometi'ie genommen sind. In der projectiven Geometrie muss 
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man Aelinliclikeit und Congruenz gerade durch die eben be- 
eproeheneii Collineationen defiiiiveii. 

Sagt maD, ein ebenes Feld f, welches einem ebenen Felde 
£i perspectiv zugeordnet ist, welchem e^ perspectiv ungeordnet 
ist und so fort.., bis £„_i dem Felde e' perspectiv zugeordnet 
ist, — sagt man, e sei dem ebenen Felde s' projeetiv zugeordnet, 
wobei die Felder immer in derselben Ebene liegen sollen, so 
lägst sieh erweisen, daas die Projectivität durch vier Paare ent- 
sprechender Punete bestimmt ist, und daas drei und nur drei 
sieh selbst entsprechende Punete existiren, oder unendlich viele, 
die in einer Geraden, der Fhichtlinie , liegen. Doch soll diese 
Untersuchung hier nur angedeutet werden. 

DiePaseal-Steiner'sche Configuration. Von den fünf- 
zehn Seiten eines Sechsechs lassen sieb neun auf sechzig Arten 
80 fortnehmen, dass ein Sechseckseehsseit übrig bleibt. Ist eins 
davon ein Pascal'sches, was hier immer vorausgesetzt wird, so 
sind sie es sämmtUeh, zu jedem gehurt eine PaseaVscbe Linie. 
Die Lagenverhältnisae dieser sechzig PascaVschen Linien sind von 
Steiner, Plüeker, Kirkmann, Hesse, Cayley, Salmon, Bauer und 
andern untersneht worden. Es ist diese Configuration wegen der 
grosscQ Zahl von Linien, aus der sie besteht, so eomplieirt, dass 
es schwer ist, sieh ein vollständiges Bild davon ku machen; ein 
Versuch, dieselbe durch eine Zeichnung darzustellen, ist mir 
nicht begegnet, und es ist die Vorstellung von ihr eine so 
dunkle, dass Hesse (Crelle's Journal, B. 68, Seite 198) es flir 
möglieh hält, die PascaVschen Linien könnten sieh zn dreien auch 
noch in andern als den Steiner'seben und Kirkmann'schen Piincten 
sehneiden. Ich lasse hier, was von dieser Configuration bekannt 
ist, tlieils mit theils ohne Beweis folgen, ohne weder der Form 
noch dem Inhalte nach meinerseits etwas hinzuzufügen. 

Die sechs Ecken eines Pasearsehen Sechsecks mögen mit 
1234 5 6 bezeichnet werden. Durch jede der 45 Nebenecken 
gehen vier Pascal'sche Linien, z, B. durch die Nebeneeke (1 2) (4 5) 
gehen die Pascal'schen Linien die zu den vier Seehseeksechsseiten 
gehören 

123456, 213456, 12 3 546,2135 46. 
Dabei werden Immer die in der angeschriebenen Folge aufeinander 
folgenden Ecken durch gerade Linien verbunden gedacht, wodurch 
das Sechseckseehsseit entsteht. 

Die Pasearsehen Linien der Sechsecksechsseite 
123456, 143652, 163254 



yGoosle 



155 

schneiden sich in einem Punete. Bilden wir nämlich die beiden 
Dreiseite (1 2) (2 5) (5 4) , (4 3) (3 6) (6 1) , 

die Seiten des l'ascal'scheu Seohseebseeheseits 12 5 4 3 6 sind, 
ao aehneiden sich die entsprechenden Seiten der Dreiseite in drei 
Puneten einer Geraden, der Piiscal'aehen Geraden des Sechseek- 
sechsseits 125436, die Dreiecke liegen also perspectiv, die 
Verbindungslinien ihrer Ecken gehen durch einen Punet. Diese 
Verbindungslinien sind aber die Paseal'sehen Geraden der drei 
oben angeschriebenen Scchsseitsechsecke, z.B. die Gerade, die 
die Schnittpuncte (12) (5 4) nnd {3 4) (61) verbindet, ist die Pas- 
eal'seUe Gerade des Sechseckseehsseits 12 3 4 5 6. Dieser Schnitt- 
puQct dreier Paseal'seher Linien heisst ein Steiner'scher Punct 
Cr. Man erhält die Steiner'sehen Punete dadurch, dass man 
irgend ein Seehseekseehsseit anschreibt, z.B. 12345 6, die an 
angerader Stelle stehenden Ecken, hier 13 5, festhält, die andern, 
hier 24 6, cyelisch vertanecht. Die drei entstehenden Seehseck- 
seehsseite liefern drei Paseal'sehe Gerade, die säcli in einem 
Steiner'sehen Panete G schneiden. Vertauscht man erst zwei an 
gerader Stelle stehende Ecken, bildet also z. B, aus 123456 
das Seehseekseehsseit 12 3 6 5 4, und vertauscht nun wieder die 
an ungerader Stelle stehenden cj'cliseh, eo erhält man wieder 
drei SeehsecksechsHeite, deren Paseal'sehe Linien sieh in einem 
Steinei-'schen Punete G' schneiden, welcher der Gegenpiinct des 
vorigen heisst. Um einzusehen, dass dieser Gegenpunct ein voll- 
ständig bestimmter ist, dass es gleichgültig ist, welche zwei an 
gerader Stelle stehende Ecken vertauscht werden, muss man be- 
achten, dass jedes Seehseekseehsseit auf zwölffaelie Art ange- 
schrieben werden kann, weil jede cyclische oder iuvcrse Ver- 
tausehuüg einer Folge angeschriebener Eckpuucte das zugehörige 
Seehseekseehsseit nicht ändert. 

Die sechzig Pascarscheu Sechscckseehsseite sind so in 
zwanzig Tripel angeoi'dnet, von denen je zwei Gegenpuncte 
liefernde Tripel wieder zusammengestellt werden können. Es 
gieiit also zwanzig Steiner'sche Punete, die sich in zehn Paare 
von Gegenpuncten anordnen lassen. Steiner bat bewiesen, dass 
diese Gegenpuncte einander für den Kegelschnitt, auf dem das 
Sechgeck liegt, conjugirte Punete sind. 

Theilen wir die sechs Ecken in drei Paare ab, z. I). in 

12 34 56, 

80 lassen sieh diese Paare untereinander und die Elemente unter 

sich vertauschen, wodurch acht verschiedene Sechsecksechsseite 

zum Vorschein kommen, weil von den 48 möglichen Vertauschungen 
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immer sechs dieselbe Figur liefern, nämUeli die (Ivei eyclischen 
Veilauseliuugen der Paare und deren inverse Vertauaebungen. 
Die acbt versobiedenen Secbseeksecbsseite lassen sieb in vier 
Paare tbeilen, so dass in jedem Paare die an ungerader Stelle 
siebenden Ecken dieselben sind. Es sind, wenn man bei dem 
gewählten Beispiele bleibt, die vier Paare 

123456 I 123465 1 124365 1 124356 

143652 I 143562 | 134562 | 13465 2. 

Die Pascal'scben Linien jedes Paares scbneiden aicb in einem 

Steiner'sehen Piincte. Wir wollen diese Pascai'schen Linien der 

Ordnung der Seebseekseehsseitpaare entsprechend mit 

Pi Pi Ps Pi 

Jtl JEi JTj JTj 

bezeichnen. Dann ist 

(J'i2>2) = ((2 3)(5 6)), fei^3) = ((3 4)(51)), (ii^jt,) = ((12) (36)) 
(;t,jrj) = (a4){56)), (jr,,jr,)^((34)(62)), (jtgj?,) = {(1 2) (4 5)). 
Werden in einer Folge von sechs Geraden immer die Sehnitt- 
pnncte zweier aufeinander folgender als Ecken aufgefaast, wie 
die Verbindungslinien aufeinander folgender Puncte als Seiten 
; werden, so bilden diese sechs Puncte die beiden Seehs- 



PiPiP3^i^2^i und pi (56) jTs (34)iJa (12), 
die die nicht znsammenstossenden Seiten pi^i^ut^ gemein haben. 
Das letztere Sechseeksechsseit ist ein Paseal'sehes, weil {(12)xj) 
= ((12) (35)), ((34)i>i) = ((34)(61)), ((56)i)a) = ((56) (24)) auf 
der Paseal'scben Geraden des Seehseckseehsseits 12 4 3 5 6 liegen, 
also auch das erete, die Puncto iP[^])ip-2:!':i}(p-i^3) und auf 
Grund ähnlicher Schlüsse die Puncte dhJi-i) (Pz^-i) (Pi^d Hegen 
anf einer Geraden, so dass also vier Steiner'sche Piinete 

(jJi^j) {Pi^i) (ftJfs) (P-i^*) 
auf einer Geraden liegen, die eine Steiner'sche Gerade heisst. 
Da sich sechs Puncte auf fünfzehn Arten in drei Paare theilen 
lassen, so folgt, dass die zwanzig Steiner'sehen Puncto zu je vier 
auf fünfzehn Geraden liegen. 

Die sechzig Sechsecksechsseite lassen sich in eine Tafel 
bringen, aus der die Lage der zwanzig Steiner'scben Puncte au 
den fünfzehn Steiner'sehen Geraden klar hervortritt, die auf 
folgender Seite steht. 
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P 


123456 
143652 
163254 






A 


12 316 5 


B, 


132465 


6'i 


132456 




143563 




142563 




14 2 6 5 3 




153264 




152364 




162364 


A, 


124356 


B, 


142536 


c, 


132546 




134662 




152634 




152043 




164253 




162435 




162346 


A 


124365 


B, 


126453 


c. 


123646 




134562 




14 6 3 6 2 




15 3 6 4 2 




15 4 2 6 3 




13 6 2 5 4 




163246 


«1 


1534C2 


«i 


164352 


% 


154362 




143266 




134256 




134265 




123564 




124653 




12 4 5 6 3 


S, 


152463 


a. 


162634 


8i 


13 6 4 5 2 




142365 




15 213 6 




146253 




132664 




14 2 6 3 5 




126354 



S, 162453 g-i 162543 Sa 163542 
142356 152346 153246 
132654 13 2645 123654 

Sß 168 45 2 
14 3 2 5 6 
12 3 6 5 4 

Dies sind sämmtlicliö secbzig Pasearselien Seühseekaeehsseite, 
jedes derselben liefert eiue PaaearseUe Linie, Die Pnnete P9ß 
jli?ti . . OsSg sind die zwanzig Steiuer'seben Punete, Ä,%, B^^i . ., 
C^iga, P^ sind GegenpuDcte. In der Zeiclinung (Fig, 69, Taf. XVI) 
ist die Configiiration der Steiner'sehen Punete und Geraden dar- 
gestellt, sie giebt ein Partialbild der Paaeal- Steiner'schen Con- 
figuration, denn es feblen das Seebseeli: und die Pageal'sebeu 
Geraden selbst, und eljeneo die Kirlimann'selten Punete, Cayley'- 
sehen Linien u. s. w., die nocb zu besprecben sind. 

Die fuüfzebn Steinei^'sclien Geraden, auf welchen die zwanzig 
Steiner'scben Punete zu je vieren liegen, sind die folgenden: 
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I'A,jl,J, 


$«,8,5, 


^,B,e>S, 


AMd^a, 


^,Bs(J,E, 


F11,B,B, 


spajSA 


AC,«!«, 


-BAS,«, 


üsC,a,w, 


FC,C.fi, 


S|ä«s9S,8, 


0,^58,8, 


CiASsSi 


C,^s!9,®i 



Die fuufzebu Steiner'eehen Geraden sehneiden sich also zu je 
drei in den zwanzig Siein er'sehen Puneten. 

Die Bildungsweise der Tafel ist die folgende. Wir gehen 
von dem Sech seeksechs seit 123 45 6 aus und bilden, indem wir 
die UBgeradstelligen Ecken festhalten, die geradstelligen aber 
cyeliaeh vertauseben, die drei Sechsecke, deren Paseal'sche Linieti 
sich in einem Steiner'sehen Puncte F treffen. Hieraus erhalten 
wir drei andere Gruppen von je drei Seebsecksecbsseiten, welche 
die Steiner'seheu Puneie AfÄiÄ-i liefern, indem wir die sechs 
Puncto 12 3 4 5 6 in drei Paare 12 3 4 5 6 theilen und sowohl 
die Paare unter einander, als auch die Elemente je eines Paares 
unter sieh vertauschen. Zugleich bilden wir nach der oben an- 
gegebenen Weise die Gegenpunete ^pStiSl^^a- Eine zweite Gruppe 
von drei Steiner'seheu Puneten BiBjJi^, die mit F auf derselben 
Geraden liegen, erhalten wir, indem wir die sechs urspilinglichen 
Puücte in die drei Paare 14 25 36 theilen und mit denselben 
die eben beschriebene Operation vornehmen, die Gegenpunete 
81S2SÖ3 sind daraus in bekannter Weise zu bilden. Endlieh 
theilen wir die gegebenen Puncte in die drei Paare 16 2 3 4 5 
und gelangen dadurch zu den Puneten Cß-iC-^, die ebenfalls mit 
P awf einer Geraden liegen, sie rufen die Gegenpunete SjU-iß^ 
hervor. Hierdurch werden sämmtliehe sechzig Seebseeksechsseite 
erschöpft, und wir gelangen zu den zwanzig Steiner'seheu Puneten, 
von denen je vier auf einer Geraden liegen, und durch deren 
jeden drei Steiner'sche Gerade gehen. 

Die sechzig PaseaJ'sehen Geraden sehneiden sich nicht bloss 
zu je dreien in zwanzig Steiner'seheu Puneten G, sondern auch 
noch in sechzig Kirkmann'sehen Puneten H. Bildet man (Fig. 70, 
'l'af. XVI) alle Seebseeksechsseite, in denen die Seiten {1 2) (2 3) 
(3 4) (4 5) (5 6) (61) nicht vorkommen, so giebt es deren drei, 
nämlich 136425 135264 14263 5. 

Die Pascal'achen Linien dieser drei Seehsecksechsseite schneiden 
sich in einem Puncte, einem Kirkmann'sehen Puncte. Denn tilgen 
wir in der Figur die drei Seiten 14 2 5 3 6, so bleiben zwei 
Dreiecke 13 5, 24 6 übrig (Fig. 71, Taf. XVJ), die einem Kegel- 
schnitte einges eh rieben sind, deren Seiten daher (siehe Seite 50) 
ein Brianchon'sches Seehsecksechsseit bilden. Die Ecken sind 
(US) (26)) ((26) (15)) ((15X46)) ((46) (35)) ((35) (24)) (<24) (13)). 
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Die Verbiudiiiigalinien gegenUberÜegendei' Ecken selineideD sieh 
in dem K.irkmaöQ'söhcD Puncte JJ, sie sind die Pascal'selien 
Linien der drei oben angeschriebenen Seehacekseehsseite, denn, 
um dies mir beim ersten nachzuweisen, (13) (4 2), (3 6) (2 5), 
(6 4) (5 1) bestimmen eine PascaVsebe Linie. Der Kirkmann'sche 
Punet wnrde auf bestimmte Weise aus dem Sechseckseehsseite 
123456 abgeleitet, zn dem auch eine bestimmte Paseal'sehe 
Gerade gehört. Die Paseai'sehen Geraden und die Kirkmann'sehen 
Piincte sind demnach einander dorch das zugehörige Seehseek- 
sechsseit eineindeutig zugeordnet. Wir wollen die PaseaVsehen 
Linien dureh die zugehörigen Sechseckseehsseite bezeichnen und 
dea Scbnittpnnct von drei Geraden ahc mit iahe). Es sei 
j) = 123456, H = {p'p"p"'), 

p- = 136425, p" = 135264, p'" = 142635, 
und es seien H'II"II"' die zu p'p"p"' gehörenden Kirkmann'sehen 
Piinete 

H' = {p\p'ip'-)) H" = (ji"ijAiA) H'" = {p"',p'\p"'i). 
Die oben gegebene Kegel giebt 

p\ = 15 6 3 4 2 j)'-, = 5 6 1 2 3 4 jj'g = 5 1 6 4 2 3 
p'\ =132564 2)"5 = 123456 ^j''^ = 231645 
p"\ =534126 i/"2 = 3 4 5 6 1 2 p"', = 4 5 3 2 6 1 
Die Linien p'-iP^p'^ sind dieselben, weil sie zu demselben Sechs- 
seitseehaecke gehören. So wie also dureh einen Kirkmann'sehen 
Punet drei Paseal'sche Gerade gehen, so liegen auf einer Pas- 
carsehen Geraden drei Kirkmann'sche Puncte, wozu noch ein 
Steiner'scher Punet kommt. 

Die S alm n- Gay ley 'sehen Sätze lasse ich noch ohne Beweis 
folgen. ■ — Ausser auf den sechzig Pascal'schen Geraden liegen 
die Kirkmann'sehen Puncte noch zu je dreien auf zwanzig 
Cayley'sehen Geraden x, deren jede ausserdem noch einen 
Steiner'schen Punet G enthält. Diese zwanzig Geraden x gehen 
zu je vieren durch fünfzehn Salmon'sche Pnncte Y. 

Man bemerkt nun in diesen Sätzen eine gewisse Dualität, 

Es giebt sechzig PagcaVsehe Linien und sechzig Kirkmann'- 
sche Punete. Durch einen Kirkmann'sehen Punet gehen drei 
Paseal'sche Linien, auf einer Pascal'schen Geraden liegen drei 
Kirkmann'sche Punete, 

Es giebt zwanzig Steiner'sche Puncte und zwanzig Cayley'- 
sehe Linien. In jedem Steiner'schen Puncte schneiden sich drei 
Pasearsehe Linien, auf jeder Cayley'sehen Linie liegen drei Kirk- 
mann'sche Punete. 
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Jede Paseal'sehe Liaie enthält einen Steiner'selien Punet, 
durch jeden Kirkmann'schen Punet geht eine Cayley'sehe Linie. 

Es giebt fünfzehn Steiner'sehe Linien, deren jede vier 
Steiner'sche Punete enthält, und es giebt fünfzehn Salnion'eehe 
Punete, durch jeden derselben gehen vier Cayley'sehe Linien. 

Es giebt jedoch keinen Kegelschnitt, für den die einander im 
angegebenen Sinne dualistisch gegenüberstehenden Punete und 
Geraden Pole und Polare wären, wohl aber bat Herr Bauer in 
seiner Abhandlung über das Pasearsehe Theorem (Abhandlungen 
der zweiten Klasse der k. Academie der Wissens ehaftcu zu 
Mtinehen, Band XI, Ähtheil. III. 1874) gezeigt, dass sich aus der 
Pascal-Steiner'seben Confignration mehi-faeh Theilconfigurafionen 
bilden lassen, für die vollständige Dualität, bezogen auf einen 
realen oder idealen Kegelschnitt, besteht Dort findet man auch 
die Salmon-Cayley'scben Sätze bewiesen. Man vergleiche ausser- 
dem Salmon-Fiedler, Kegelschnitte, zweite Auflage, Artikel 287. 



Kapitel VIII. 
Massverhältnisse, 

Dass die Massverhältnisse in der Ebene als ■ 
zu einem gegebenen Kegelschnitt aufgefasst werden können, hat 
V. Staudt bemerkt, um aber Masshestimmangen zu erhalten, die 
dem Wesen nach mit den Euklidischen übereinstimmen, darf man 
nicht jeden Kegelschnitt als massgebenden wählen, sondern man 
nimmt hierüu einen singulären Kegelschnitt, der aus zwei zu- 
sammenfallenden Geraden besteht — Nimmt man einen be- 
liebigen Kegelschnitt Ä an und beti'aehtet alle Figuren der 
Ebene als einander congruent, die durch projeetive Drehung um 
einen beliebigen Punet auseinander entstehen, wenn bei der 
Drehung S festbleibt, sieh in sieh dreht, so ist damit auch der 
Begriff gleicher Winkel und Strecken festgelegt als solcher Winkel 
und Strecken, die durch projeetive Drehung mit einander zur 
Deckung gebracht werden können. Um aber Winkel und Strecken 
durch Masszahlen ausdrucken zu können, bedai-f man, noch iüv 
diese Gebilde einer Masseinheit und eines Princips der Theilung 
dieser Masseinheit, letzteres liegt indessen schon in der Forderung, 
dass die beiden Hälften einer Strecke oder eines Winkels ein- 
ander gleich sein mUssen. Da för S eonjugirte gerade Linien in 
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ebensolche durch projective Drehung übergehen, so bat man in 
dem Winkel, den ein Paar conjngirter gerader Linien einachliessen, 
eine natürliche Einheit, die mau Quadrant oder einen rechten 
Winkel nennt. Legt man durch den Scheitel eines Winkels das- 
jenige Paar fiir S conjngirter gerader Linien, das von den 
Schenkeln des Winkels harmonisch getrennt ist, so läast sieh be- 
weisen, dass jede dieser Geraden, die eine den Winkel, die andre 
den Nebenwinkel in congruente Theile theilt, dass also die 
Winkel durch diese Geraden gebälftet werden. Nimmt man nun 
irgend einen rechten Winkel als gegeben an und macht ihn 
durch fortgesetztes Hälften zu einer Alhidade, was freitieb yoll- 
ständig nur dann möglieh ist, wenn der Älhidadenmittelpunet M 
im Inneru von IS liegt, oder wenn S ein idealer Kegelschnitt ist, 
80 kann man nun, wenn M im Innern von S liegt, oder wenn 
S ideal ist, von jedem Winkel an der Alhidade angeben, wie 
viel Kechte, wie viel halbe Rechte, wie viel Viertelreehte, Aehtel- 
rechte u. s. w. derselbe enthält, seine Maas«ahl in rechten Winkeln 
ausgedruckt lässt sich in die Form setzen 

^ 2 ^ 4 ^ 8 ^ IG ^ ' 
worin a eine ganze Zahl ist, ßyö . . aber Null oder Eins bedeuten. 
Zu jedem Winkel gehört so eine bestimmte Massaahl, und da 
sieb jede Zahl in die obige Form bringen lässt, so gehört aueh 
zu jeder Ma^zahl*) ein bestimmter Winkel und die ihm eon- 
gruenten. 

Als Mass der Entfernung zweier Puncto kann man den 
Winkel wählen, unter dem sieh die Polaren dieser Puncte 
schneiden. Die Masseinheit fiir Strecken ist dann genau dieselbe 
wie die für Winkel. Die Mitte oder die Hälfte einer Strecke 
\AB\ wird dadurch gefunden, dass man das Paar conjugirter 
Pnnote auf | AB \ sucht, welches AB harmoniseh trennt, der eine 
Fnnet des Paares ti-ennt die eine, die innere Strecke \AB\ in 
zwei gleiche Theile, der andere die äussere. Liegen beide Puncte 
innerhalb, oder ausserhalb S, oder ist S ideal, so ist die Mitte 
immer real. Ist S ein realer Kegelschnitt, so lässt sich nicht 
jeder Winkel durch projective Drehung mit einem an der Alhi- 
dade zur Deckung bringen, die Massverhältnisse werden dadurch 
verworren, weil real in Erscheinung tretenden Winkeln und 
Strecken nicht durchgehend reale Zahlengrössen sieh zuordnen 
lassen. Dies ist nicht der Fall, wenn S ein idealer Kegelschnitt 

*) Man vergleicbe-j^jdocb l^eitc 2 der Einleitung. 

Thomas, Kt^elächnitts. Jl 
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ist. Ea soll jedoch hier auf derartige Verhältnisse nicht näher 
eingegangen werden, es genügt die Bemerkung gemacht zu haben, 
dass bei dieser Ai-t von Massbestimmung ein prineipieller Unter- 
schied zwischen Winkel- und Streckenmass nicht vorhanden ist, 
dass für beide dieselbe Einheit dient. Es sind solche Mass- 
bestimmungen mithin von den Euklidischen wesentlich verschieden. 

Der Kegelschnitt S, der zu einer Massbestimmung von 
wesentlich Eukiidisehem Charakter fuhrt, ist ein ausgearteter 
Kegelschnitt, und zwar eine Gerade doppelt gezählt. Da als Pol 
einer Geraden fUr eine Düppelgerade jeder Punct der Doppel- 
geraden selbst angesehen werden kann, so muss man, um den 
Begriff conjugirter Geraden zu fixiren, noch das reciproke Ge- 
bilde, den Strahlblischel zweiter Ordnung angeben, dessen StUtz- 
eurve die Doppelgerade ist, d. lt. zwei Punete auf ihr, die als 
Träger zweier linearer Büschel zusammen den Strahlblischel 
zweiter Ordnung constituiren. Nimmt man für diese Functe zwei 
reale Punete an, und nennt man den Winkel, den irgend ein 
Paar conjugirter gerader Linien, d.h. von jenen beiden Puncten 
harmonisch getrennter Linien mit einander einsehliessen, einen 
rechten Winkel, so bildet jede Gerade durch einen der beiden 
BüHchelträger auf der Doppelgeraden einen rechten Winkel mit 
sich selbst, was bei der Euklidischen Massbestimmung fttr reale 
Gerade niemals statt hat. Deshalb werden für jene beiden Punete 
auf der Doppelgeraden aggregirt ideale Punete zu wählen sein. -— 
Nun erübrigt noch irgend eine Gerade der Ebene als Doppel- 
gerade, auf die eine Massbeatimmung gegründet werden soll, aus- 
zuzeichnen. Da seheint es fast selbstverständlich, diejenige Ge- 
rade der Ebene zu wählen, die sich in unserer Vorstellung von 
selbst auszeichnet, die uneigentliche Gerade. 

Für die Wahl der idealen Büseheiti-äger hingegen auf der 
uneigentlichen Geraden gieht es kein auszeichnendes Moment. 
Wir wählen dafür die Sehnittpunete irgend einer Ellipse S mit 
der uneigentljchen Geraden, bezeichnen sie mit T und T' und 
nennen sie die absoluten Punete. Die uneigentliehe Gerade 
selbst kann mit (TT') bezeichnet werden. Die Ciirve S ist nicht 
mehr wie vorhin die sich in sieh drehende Curve, sondern sie 
ist nur ein durch die absoluten Punete gehender Kegelschnitt. 
Gleichwohl werden wir sie als die Masscurve oder den Masskreis 
bezeichnen, weil sie bei der Massgebung noch eine besondere 
Rolle zu spielen hat, wie wir sogleich sehen werden. — Die 
Durchmesser der Curve S stehen senkrecht auf einander, die 
Strecke vom Mittelpunete bis zu einem Sehnittpunete mit S nennen 
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wir Halbmesser. Im Mittelpuncte M von £" befindet sieb die 
Äihidade, mit der alle Winkel 'i\x vergleichen oder zu messen 
siDd, sie wird durch fortgesetztes Häi.lften eines rechten Winkels 



Die Polare irgend eines Panctes fUr die uneigeotliebe Ge- 
rade als Doppelgcrade ist diese Gerade selbst. Die Polaren 
zweier Puncte fallen demnach zusammen, der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel kann nicht znm Messen der Entfernung 
dieser Puncte dienen, während die oben geti'offeneu Bestimmungen 
zum Hälften einer Strecke sehr wohl anwendbar bleiben. Denn 
von zwei Puneten, die flir die Düppelgerade conjngirt und 
zugleich durch zwei gegebene Puncte AH harmonisch getrennt 
sind, ist einer ein uneigeotlicher , der andere aber hälftet die 
Strecke \A]i\, wie wir schon frllher festgesetzt haben. Aus diesem 
Grunde bleibt die Masseinheit für Strecken willkürlich. Ist die 
Masseinheit auf irgend einer Geraden gegeben, so ist sie damit 
für alle dieser parallelen Geraden festgelegt, wenn wir festsetaen, 
dass eine Strecke auf einer ihr parallelen Geraden durch Parallel- 
projection eine ihr gleiche Sti'ecke erzeugt, oder wenn wir fest- 
setzen, dass in einem Parallelogramme die gegenüberliegenden 
Seiten einander gleich sein sollen. Verlangen wir noch, dass 
eine Strecke durch projeetive Drehung, bei der die uneigentliche 
Gerade sieh in sieli dreht, und die absoluten Puncte festbleiben, 
in eine ihr gleiche Strecke Ubergeflihrt wird, so mUssen die Halb- 
messer des Kegelschnittes S alle einander gleich sein, weil diese 
Cnrve bei einer Drehung, deren Centrum der Mittelpunet von S 
ist, sich in sich dreht. Durch die Halbmesser von S ist die 
Masseinheit für jede Gerade der Ebene gegeben. 

Bei der so definirten Massbestimmung ist die Masseinheit 
für Winkel eine andere als die für Strecken, sie befindet sich 
darin in Uebereinstimmung mit der Euklidischen Geometrie. 
Diese Verschiedenheit ist der Grund dafür, dass für Sätze, die 
Massverhältnisse enthalten, das Gesetz der Dualität keine An- 
wendbarkeit findet. — 

Ist a parallel a', b parallel b', und wird die Parallelität in 
gleichem Sinne genommen, so soll der Winkel ah gleich dem 
Winkel a'b' sein. Vermittelst dieser Bestimmung kann jeder 
Winkel mit einem im Mittelpuncte von S, mit der Alhidade ver- 
glichen werden. Sind ab einem Paare conjugirter Durchmesser 
von S parallel, so sind sie durch die absoluten Puncte harmonisch 
getrennt und schliessen einen rechten Winkel mit einander ein. 
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Ein Wiokel und sein Nebenwinkel wird duvcb ■ 
reclitwiDlilige Geradeupaar gehälftet, welches diireh die Schenkel 
des Winkels harmonisch getrennt ist. Dies ist die Definition der 
Hälfte. Wird ein Winkel ab gehälftet, nnd wird sein Bild a'b' 
an der Alhldade gehälftet, so sind die hälftenden Sti'ablen ein- 
ander parallel, folglieh sind die Hälften einea Winkels den Hälften 
des Bildes an der Alhidade gleich. — Zwei Winkel AMB, 
A'MB', — wir können M als Mittelpunet von S, die Winkel 
an der Alhidade, die Puncte ABA'B' auf S annehmen — 
heissen einander gleich, wenn AMB' durch dieselbe Gerade 
gehälftet wird als BMA', oder, was ein bequemeres Erkennungs- 
niittel bildet, wenn AB' parallel BA' ist. Diese beiden De- 
finitionen besagen dasselbe. Denn ist AB' parallel A'B und g' 
der ihnen parallele Durchmesser, so geht der g' conjugirte Dureh- 
messer (j durch die Mitte sowohl von \AB'\ als aneli durch die 
Mitte von | BA' \ , gg' ist sowohl durch AB' als auch durch BA' 
hannoniseh getrennt. — Es folgt daraus unmittelbar, dass Scheitel- 
winkel einander gleich sind, und aus dem auf Seite 83 bewiesenen 
Satze folgt, dass rechte Winkel einander gleich sind. 

Wird ein AVinkel AMB durch die Gerade MC gehälftet, so 
sind die beiden Hälften einander gleich, denn CC (die Tangente 
in C) ist parallel AB. 

Durch projective Drehung, bei der S sieh in sieh dreht und 
M Drehungscentrum ist, wird ein Winkel in einen ihm gleichen 
Ubergefllhrt. ~ Der Winkel AMB werde in A'MB' übergefHhrt. 
Dann ist nach Seite 149 TT'AB Ä TT'A'B', und es sehneiden 
sich (AB'} und (BA') auf der Perspectivitätsaelise dieser krummen 
Reiben, also auf {TT'}, d. h. (AM') ist parallel (BA'), die Winkel 
sind gleich. 

Hälftet man den Winkel AMB durch (MC), den ihm 
gleichen Winkel A'3IB' durch (MC), so ist GMB gleich CMB'. 
Denn bringt man ACB durch projective Drehung zur Deckung 
mit A'C'B', und wird B so bestimmt, dass M(ACBD) ein har- 
monischer BUseUel ist, und fällt I) durch die Drehung auf D', 
ao ist auch M(A'C"B'D') ein harmonischer Büschel, und (MC"), 
[MD') sind conjugirte gerade Linien. Daraus folgt, dass MC" 
den Winkel A'MB' hälftet, daes also C" und C zusammenfallen. 
Es muss (CO'} parallel (AB') und (A'B) sein. Dreht man noch 
um den Winke! A'MC weiter, so fällt der ursprängliche Winkel 
AMC auf CMB', so dass auch diese Winkel gleich sind. Aus 
diesen Betrachtungen folgt, dass jeder halbe Rechte jedem halben 
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Rechten, dass jeder Viertel rechte jedem Viertelreehteii , jeder 
Achtelreehte jedem Aehtelrechten u. 9. w. gleich ist. 

Ist (Fig. 72, Taf. SVI) einer von zwei gleichen Winkeln 
AMB gleich A'MB' einem dritten A"MB" gleich, so sind sie 
unter sich gleich. — Ist {AB') parallel {A'B), und ist {A"B') 
parallel {A'B"), so ziehe man {AB") und {A"B) und betrachte 
das Paseal'sche Hechseeksechsseit BA'B"AB'A". Die gegenüber- 
liegenden Seiten müssen sieh in drei Puneten einer Geraden 
schneiden. Nun schneiden sieh {BA') und {AB% {A'B") und {A"B') 
auf der nneigentlichen Geraden, also mlissen sich auch {B"A) und 
{A"B) auf der uneigentliciien Geraden sehneiden, es muas (AB") 
parallel {A"B) sein, also muss Winkel AMB gleich Winkel 
A"MB" sein. 

Gleiche Winkel zu gleichen Winkeln addirt geben gleiche 
Winkel. - Es sei AMB gleich A'MB; BMC gleich B'MO, so 
ist {AB") parallel {A'B) und {AB') parallel {CC), also {AA') 
parallel {CO'). 

Man beweist leicht, dass in einer Öumme von Winkeln die 
Posten mit einander vertauscht werden können. 

Gleiche Winkel enthalten gleich viele ßechte, halbe Rechte, 
Viertelrecht« n. s. w., sie lassen sich einer Zahl von der Form 

zuordnen, wo u eine ganze Zahl ist, ßfS . . aber die Zahlen 0, 1 
bedeuten, also gleichen Winkeln kommen gleiche Masszahlen zu. 

Die Summe der Winkel im Dreieck ist zwei Rechte. Denn 
es gelten die Sätze der gewöhnlichen Parallelentheorie. Ein ge- 
streckter Winkel ist aber offenbar gleich zwei Rechten. 

Ist eine von zwei gleichen Strecken auf parallelen Geraden 
einer dritten gleich, so sind sie unter sich gleich. 




Es sei die Strecke [ AA' | auf a gleich der ihr parallelen 
Strecke \BB'\ auf h und gleich der ihr parallelen Strecke \CC \ 
auf c, 80 ist auch die Strecke \CC'\ gleich \BB'\. 
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Naeh VurauHsetziing int ABB'A' ein PavHllologramm und 
ACC'A' ein Parallelogramm. Ks wird behauptet, dase aueh 
BüCB' ein Parallelogramm spi. 

Beweis. Die Verbindungslinien der Ecken ^U.' (a), BS'{b), 
CC'{c) gehen durch einen Punet, den unendlich fernen der drei 
Geraden abc, also aehneiden sieh nach dem Öatze von Desargncs 
die Seiten in drei Paacten auf einer Geraden. Da mm ß nnd 
ß' und weiter / und /' sich auf der nneigentlieben Geraden 
schneiden, so mUssen sieh aiu-h a und «' auf ihr sehneiden, also 
ist JiCC'B' ein Parallelogramm, w. z, b. w. 

Liegen zwei von den Streeken auf einer Geraden und sind 
sie derselben dritten gleieb, so wird die angewandte Beweis- 
metbode hinfällig. Es ist dann zu beweisen, dass den Sti'ecken 
auf derselben Geraden, die einer und derselben dritten gleich 
sind, gleiche Masszahlen zukommen. 

Die Mitte einer Strecke \AB\ sei C. Wir projieiren ABC 
durch Parallelstrahlen auf eine parallele Gerade nach A'B'C 
Dann liegen die Dreiecke ACA' und B'C'B einander perspectiv, 
denn [AB'), {CC) nnd (BA') schneiden sieh nach Seite 19 in 
einem Puncto, folglich sehneideD. sieh die entsprechenden Seiten 
in Puncten einer Geraden, (AC) und (B'O), (AA') und (B'B) 
sehneiden sieh auf der uneigentUcben Geraden, folglieh sehneiden 
sieh auch {CA') und {BC) auf der uneigentliehen Geraden, sie 
sind einander parallel. Also die beiden Hälften der Strecke 
t^i'l, die Sti'eeken \AC\ \CB\ sind beide gleieh \A-C'\. 

Gleiche Strecken zu gleichen Streeken addirt geben gleiehe 
Strecken. Es sei (Fig. 73, Taf. XVI) \AB\=\A'B'\, |BE| = 
\B'E'\ auf parallelen Geraden. Wir consti'uiren auf einer andern 
parallelen Geraden die \BIE\ gleiche Strecke \CD\, sie ist auch 
IB'E'l gleich. Dann sind die Dreiecke BGB' und ^Di^ ein- 
ander perspectiv, weil sieh {BFj) {B'E') {CD) in demselben nn- 
eigentlieben Puncte schneiden. Da sieh nun {BC) {ED) und 
{B'C) {E'D) auf der uneigentlichen Geraden schneiden, so müssen 
auch {EC) {BB') einander parallel sein. Also ist AEEA' ein 
Parallelogi'amm, \AE\ = |^'E'| w. z. b. w. 

Auf jeder Geraden g bat man nun eine Masseinheit, man 
ziehe zn ihr einen ihr parallelen Halbmesser des Kegelsehnittes 
S und eonstruire aus ihm und zwei Puncten auf g ein Parallelo- 
gramm. Die Seite auf y ist die Masseinheit für <j. Nun kann 
man mit den beigebrachten Mitteln auf jeder Strecke angeben, 
wie viele Ganze, Halbe, Viei-tel, Achtel u. s. w. der Masseinheit 
sie enthält, und ihr so eine Masszahl zuordnen. Hat man auf 
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1 Geraden zwei Strecken, die (lerselbeo ibnen parallelen 
dritten Strecke gleich eiud, so iet erlienntlicli, dasa sie gleich 
viele ganze, halbe, viertel n. b. w Maaseinheiten enthalten. Jeder 
Strecke ist eine bestimmte Masszahl zugeordnet. 

Durch eine Reihe paralleler Geradea werden zwei beliebige 
gerade Linien in proportionale Theile getheilt. — Ist (Fig. 74, 
Taf. XVI) B die Mitte zwischen AC, nnd sind {ÄA') (BS') {CO) 
parallele gerade Linien, so bilden sie mit der uneigeatliehen 
Geraden eineu harmonischen Büschel, also ist auch B' die Mitte 
von \A'C'\, und es ist \AB\:\BC\==\A'G\:\B-G'\- Dasselbe 
gilt, wenn man \AB\ viertelt, achtelt u. s. w,, woraus der Satz 
nach bekannten Sehlussweisen folgt. 

Die Durehmesser eines Kreises — ■ so nennen wir jeden 
durch die absoluten Puncto gehenden Kegelschnitt ~ sind ein- 
ander gleich. Es sei ««nächst der Kreis a' concentriseh S- Alle 
Paare conjugirter Durehmesser von S sind auch fUr S" eonjugirt 
(Seite 149). Die Linien AB und aB, A'B' und v'B' sind dem 




Paare conjugirter Durchmesser ä, d' parallel, welche die Winkel 
aMB nnd AMB halbiren. Da es nur ein solches Paar giebt, 
so ist AB parallel A'B', also bestimmt | MA \ auf ] MA' \ den 
ebensovielsien Theil als \MB\ auf der Geraden \MB'\, oder es 
ist \MA'\ gleich \MB'\, w. k. b. w. 

Ist Ä" nicht concentiiseh 3, so kann man erst einen S" 
coneentrisehen Kreis S" eonstruiren, dessen Durchmesser alle gleich 
den Durchmessern von S sind. Dies findet statt, wenn ein einziger 
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Durchmesser von S" eiaem parallelen von 5* glcicli ist. Diese 
seien MÄ und M"A". Zieht mau dann MB und M'ß" ein- 
ander parallel, so sind AB und A"B" denjenigen Durchmessern 
von S und S" parallel, welche den Nebenwinkel von AMB und 
A"M'B" halhiren. Da die Öehenkel derselben parallel sind, so 
müssen auch die sie halbivenden Linien u und u", mithin [AB) 




Mittelpunct der 



und {A"B") einander parallel sein. Da sieb also (AB) und 
{A"B"), {MB) und {M"B"), {MA) und {M"A") auf der unendlich 
fernen Geraden schneiden, und {MM"), [AA") einander parallel 
sind, so muas ihnen auch BB" parallel sein (durch denselben 
uneigentliehen Pnnet mit ihnen gehen). Also Ist MBB"M" ein 
Parallelogramm, und \MB\ ^= \M"B"\. Hieraus folgt nun leicht 
die Richtigkeit des Satzes fltr S". 

Im gleichschenkligen Dreiecke sind die Winkel an der Basis 
einander gleich. 

Man construire einen Kreis 
Scheitel des Dreiecks ist, und 
der durch die Ecken AB geht. 
Zieht man den AB parallelen 
Durchmesser CD, so ist Winkel 
MBA gleich Winkel CMB' und , 
gleich BMJ) als Scheitelwinkel. 
Ferner ist Winkel BAM gleich 
Winkel DMA'. Aber A'MD 
gleich BMD, weil \I)0\ der 
Durehmesser ist, welcher den 
Winkel A'MB halbirt. 

Umgekehrt: Sind in einem Dreiecke zwei Winkel einander 
gleich, so ist es ein gleichschenkliges. (Indireet.) 

Errichtet man in der Mitte einer Strecke eine Senkrechte, so 




y Google 




169 

ist dieselbe der geometrisclie Ort der Spitzen aller gleiehschenk- 
ligea Dreiecke, deren Grundlinie die gegebene Gerade ist Denn 
man kann dnreli einen Punct M der Senkrechten und durch A 
eine Curve zweiter Ordnung legen, deren Paare conjiigirter Durch- 
messer den Paaren eonjugirter 
Durehmessev von S parallel sind. 
Da (MN) und (AB) einem solchen 
Paare eonjugirter Dnrehmeaser 
parallel sind, so mnss die Sehne 
(AN) der gezogenen Curve die- 
selbe in einem Pancte ß treffen, 
so dass N die Mitte von j Aß \ 
ist. Also muss ß auf B fallen. 

Da nun die gezogene Cm-ve nach unserer Definition ein Kreis 
ist, Bo ist I AM\ gleich | BM\, w. z. b. w. 

Zusatz. Die Geraden, die die 
Winkel an der Basis eines gleich- 
schenkligen Dreiecks hälften, schneiden 
sich auf der die Spitze mit der Mitte 
der Grundlinie verbindenden Geraden, 
die zugleich den Winkel an der Spitze 
hälftet. 

Wenn man die Endpuncte zweier 
parallelen Strecken AB und A'B' ver- 
bindet, so geht durch den Sehnittpunct 
X der Verbindungslinien auch die 
Linie, welche durch die Mitten der 
beiden Sti-eeken geht, weil harmonische 
gerade Gebilde, die einen Ptinct gemein 
haben (hier den uneigentliehen), einander stets perspectiv sind, 

Hälftet man in einem gleichschenkligen Dreiecke den Winkel 
an der Spitze, so steht diese Linie senkrecht auf der Basis und 
geht durch deren Mitte. (Beweis leicht). 

Es wird von dem Satze Gebrauch gemacht, dass gleiche 
Sh'ccben zu gleichen Strecken addirt gleiche Strecken ergeben, 
der bisher nur für parallele Strecken erwiesen wurde, — Es sei 
\AB] = \AB'\, |JJC| = |JW|, so ist \AB\:[BC\ = \AB-\ 
: I B'C I , und folglich ist nach der Umkehrung eines oben be- 
wiesenen Satzes Über die Proportionalit-ät durch parallele Linien 
auf zwei Geraden bestimmter Strecken, {BB') parallel (CC). Legt 
man nun durch BB' einen Kreis, der A zum Mittelpuncte hat, 
und einen zweiten durch C, der ebenfalls A zum Mittelpuncte 
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hat, m trifft die zu {BB') durch C gelegte parallele Gerade diesen 
Kreis in demselben Panute als die Gerade AS', also im Punete 
C, der Kreis durch C geht auch doroh 6", es ist | AC \ = | ÄC \. 

In einem Kreise S gehören zu gleichen Centriwinkeln 
gleiche Sehnen nnd umgekedirt. 

Es ist AB' parallel A'B. Eine Gerade durch die Mitten 
von AB' und von A'B 
geht durch den Schnitt- 
punct X von AB und 
A'B', und ist nach Seite 
7i Durehmesser. X ist 
demnach Mittelpunct eines 
Kreises Amch A'B sowohl, 
als eines Kreises durch 
AB', so dass also | XA' | 
^\XS\ nnd \AX\ = 
I S'X I ist , und mithin 
1^1 = |^X| + \XB\ 
^\A'X\ + \B'X\ = 
\ A'B' I ist, w. z, b. w. 

Die Umkehrung kann leielit indirect bewiesen werden. 

In zwei Dreiecken, in denen zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel einander gleich sind, sind auch die dritten 
Seiten nnd die gleichen Seiten 
gegenüberliegenden Winkel ein- 
ander gleich. 

Sind die Seiten einander 
parallel, (AB) pai-allel (A'B'), 
(AC) parallel {A'C), so folgt 
aus der Gleichheit der Seiten 
(AA') parallel {CO) parallel 
(BB'), die Dreiecke GAB und 
CÄ'B' liegen perspectiv, und 
folglieh ist (BC) pai-alle! {B'C) 
und also |JiC| = |i?'C'|. Der 
Satz braucht daher nur noch 
bewiesen zu werden fUr solche 
Dreiecke, die eine gemeinsame 
Spitze haben, von welcher wir 
voraussetzen, dass es diejenige 
sei, bei welcher die nach der 
Voraussetzung gleichen Winkel 1 
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Da 1 ^i? =1 A'B- 1 ist, so ist auch Winkel ABB' = Winkel 
ÄB'R Ebenso Winkel A'C'C = Winkel ACV. Hälftet man nun 
den Winkel OÄÜ, etwa dureli d, so halbirt d aiieh den Winkel 
BAB'. Also ^eht d dureli die Mitte von | BB' | nnd \on CC, 
also durcli den Sehnittpunct X von {BC) und (B'O), und da d 
aenkreeht auf (B-B') und {CC) stellt, so ist BXB' gleioliaelienklig 
und CXO gleicbseheuklig, alao \CX\== \CX\, \BX\^\B'X\, 
also \BC\ = \ B'C |. Ferner Winkel XBB' = Winkel XB'B, also 
auch Winkel Cif^ = Winkel CBB' + Winkel B'BA = Winkel 
XB7i + Winkel BB'A' ^ Winkel 6"ü'^' u. s. w. 

Zieht man in einer Ellipse von den Brennpntteten Strahlen 
nach einem Punete der Curve (Brennstrahlen), so ist die Summe 
i'.(;r dareh die Brennpancte FF' und Sehnittpnncte bestimmten 
Strecken auf diesen Strahlen constaut. 

Beweis. Wir ziehen nach zwei Puneten N, N' der Ellipse 
die Brennsti-ahlen , verlängern \FN\ um |-F'JV|, d.h. machen in 
unserm Sinne ] NM \ = ] F'N \ , und | F'N' \ um | FN' \ , und ziehen 
in N und N' die Tangenten NT, N'T. Dann ist Winkel MNT 




=- Winkel F'NT (Seite 103), daher ist | TJ\I\ = | TF' \. Nun ist 
Winkel ^2^= Winkel FTA", weil Winkel iVTiV und Winkel 
FTF' durch dieselbe Gerade halbirt werden, und Winkel .F'JW 
= Winkel FTN'. Alao ist Winkel FTM ^ Winkel FTM. Weiter 
sind in den beiden Dreiecken FT3I und F'TM' zwei Seiten und der 
Winkel, nämlich FT, TM und Winkel FTM 
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einerHcits iintl |2'il/'t, | F"T\ und Winkel F'TM' andrerseits ein- 
ander gleich, mithin auch die übrigen gleich gelegenen Stücke, 
mitliin ] FM\ =.\FN\'\-\ F'N \ = \ F'M\ ^\FN'\ + \ F'N' \, 
w. z. h. w. 

Bei der Hyperbel ist die Differenz der Brennatrahlen eonstant. 

Es ist nicht meine Absicht, nun den ganzen Apparat der 
messenden Geometrie durch diese Betrachtungen der projectiven 
Geometrie einzuverleiben, obschon es nicht schwer sein würde, 
die übrigen Congruenzsätze zu beweisen, die algebraischen Rela- 
tionen, die zwischen conjngirten Halbmessern und den Halbachsen 
bestehen, die algebraischen Beziehungen der Curve znr Direetrix, 
so nennt man die Polare eines Brennpunetes, u. s. w. aufzufinden. 
Es kam hier nur darauf an, prineipiell nachzuweisen, dass diese 
Sätze auch ohne die Hypothese eines festen forttragbaren Mass- 
stabes einen wohlbestimmten Sinn haben. Dasa diese Sätze allge- 
mein nicht der reinen projeetiven Geometrie als zugehörig angesehen 
werden, hat wohl darin seinen Grund, daas das einen wesentlichen 
Bestandtheil der projeetiven Geometrie bildende Gesetz der Dualität 
für sie nicht Bestand hat. Es mag noch bemerkt werden, dasa 
diejenigen Sätze über congruente Figuren, die in der ebenen 
Geometrie im Grunde garnicbt congruent sind, die aber doch 
eongi-uent genannt werden, obschon sie nicht in der Ebene durch 
Drehung und Verschiebung zur Deckung gebracht werden können, 
sondern erst durch Vermittelung des Raumes, durch Umklappen 
der Ebene um eine Achse, eine besondere Behandlung nöthig 
machen würden. 
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Nachträge und Bemerkungen. 



I Vorstellenden sind niehrfaeh projective I 

(vissermasaen durch Composition hergestellt worden, 
und manche Theoreme stützen sich auf diese Composition. Die 
Anwendbarkeit dieser Sätze durfte damit nicht erschöpft sein; ich 
gebe deshalb hier eine Zusammenstellung derselben. 

1, Vertaueeht man in einem Wurfe erst zwei Elemente, dann 
die beiden andern, so sind die vier entstehenden Würfe einander 
projectiv. 

2. Vertauscht man in einem Wurfe zwei durch die beiden 
andern getrennte Elemente mit einander, und ist der so er- 
haltene Wurf dem nrsprUnglichen projectiv, so ist er ein har- 
monischer Wurf. 

Ji. Ist aßyÖ Ä ABCB Ä AB'C'I) 7\ AB"C"I) /\.., 
so ist BB-B". . Ä CCC". . 

4. Ist aßyd Ä ABXY Ä ABX'T a ABX"T'. . 
und aßyö Ä CBUV/x CBUV Ä CI>U"V". . 
und ist XX'X". . Ä UVV. . 

so ist auch YTT'. . /\ YVV". . 

5. Die Würfe aßyö und aßyö" heissen einander entgegen- 
gesetzt, wenn arf/d" ein haiTnonischcr Wurf ist. — Sind zwei 
Würfe bez. zwei entgegengesetzten Würfen projectiv, so heissen 
die ersten ebenfalls entgegengesetzte Würfe. ~ Sind aßy6, 
aßye, aßy^, . . bez. a'ß'/d', a'ß'Ys', a'ß'y%\ . . entgegengesetzte 
Würfe, so ist ay6st,. .'f\a'y'6'b'i,'.. Ist der Wurf aßy6 dem 
Wnrfe ßyaö entgegengesetzt, so ist er der Wurf des goldenen 
Schnittes. 

C. Sind die Systeme von je sechs Elementen 

aß.y^.äri, aß^yi'.ö^; aß . yg: ör/-. . 
in Involution, so ist gg'g". . /\ ^tj'fj"- ■ 
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7. Ist auf demselben Träger aßß'ß". . /\ ayy'y''- ■ "i'i i^t 
aßrB7\cßYi'A(^ß"r"r-; so ist aßßT--A'xnY--A'^SB%"-; 
und die sich selbst entepreehendeß Elemente zweier dieser Reihen 
entsprechen denselben Elementen auch in der dritten Reihe. 

8. Ist auf demselben Träger aa'a". . /\ ßß'ß". . 7\ y/'y". ., und 
haben die drei Reihen zwei reale oder ideale Elemente ent- 
sprechend gemein, und ist aßyÖ ~/\ a'ß'y'ö' 7\ a"ß"y"6". ., so ist 
auch aa'u"..]\6d'd". . Fallen die Elemente a*ß* der beiden 
ersten Reihen zusammen, so folgt ans der Forderung aßyd ~/\ a'ß'y'ö' 
7\ . . dass noeh mindestens eins der vier letzten entsprechenden 
Elemente y*6* etwa /* mit a* und ß* zusammenfallen muss. 

9. Ist aßyrz'pg)' . . J\ a'ß'y'x'o'(f>'fp' . . nnd sind tt'o'c, yrp'ip'ip . . 
harmonische Würfe, so bilden die Elemente t'a.^'ip.. diejenige 
Involution, deren reale oder ideale Doppelelemente mit den sich 
selbst entsprechenden Elementen der projectiven Reihen aßy . . 
7\ a'ß'y'. . identisch sind. 

10. Sind X.!i.a§.ßv, X' . fi' . a§,' . ß?/, X". n". a^". ßif,. . 
Involutionen, und sind auch X(i . X'/i' . X"fi". . in Involution, so ist 
B^T- ■ Ä '/'/'»?"■ ■ ■ 



Der Beweis des Satzes, dass die Sebnittpuncte eines Kegel- 
sehnittbUsehela mit einer durch einen Grundpnnet gehenden Ge- 
raden g den Tangenten in einem Grundpuncte, oder allgemeiner 
den Polaren eines Punctea projectiv seien, ist auf Seite 107 nur 
für den Fall erbracht, dass alle vier Urnndpunete reale sind. 
Es ist aber von diesem Satze allgemein Gebrauch gemacht worden, 
80 dass der Beweis für den Fall eines Paares realer und eines 
Paares idealer Grundpuncte nachzuholen ist, — Lassen wir in 
Fig. 57 auf Taf. XIII den Punct -X auf g laufen, so erhalten wir 
den KcgelsehnittbUschel durch die realen Puncto P,B2 und die 
realen oder idealen Puncte, die auf s als sich selbst entsprechende 
Elemente zweier projectiven l'unctreihen gegeben sind. Werden 
die Puncte TS{T')S' festgehalten, so bleibt auch j; fest, vpeil 
TSS'2 ein harmonischer Wurf ist. Die Punetreihen X auf g 
und Q auf(Pi7') liegen einander perspectiv, also sind die Puncte 
X den Geraden (Q^), den Polaren von S projeetiv, w. z, b. w. 

Hierauf bezieht sich die Verweisung auf Seite 124. Die 
Puncte XX'X". . sind den Puncten X'iX'iX'\ projeetiv. 
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Besitzt eine Involution ideale Doppelemcote, so ist jedes 
Paar der Involution dureli jedes andere Paar getrennt und es 
giebt daher kein weiteres zusanimeufallendes Paar, wenn nicht 
jedes Paar (also aueli jedes ideale Paar) ein sieh selbst ent- 
sprechendes Paar ist. 

Sind zwei projeetive Reihen aßy . . J\ aßy'. . gegeben, m 
denen aß ideale Elemente sind, so eonstruire man, die Elemente 
als Punete auf einer Geraden s annehmend, nach Seite 109 einen 
Kegelselmitt K, der durch die idealen Elemente hindureh geht. 
Gäbe es alsdann in der Projecfivität ausser aß noch ein drittes 
sieh selbst entsprechendes Element, etwa X, m dass aßXy..~/\ 
aß?.-/., wäre, so nilisste K mit s ein ideales Paar von Puncten 
und einen realen Punct gemein haben, was nur möglieh ist, wenn 
die Gerade ganz in den Kegelselmitt tällt, also wenn die pro- 
lettiven Gebilde tßXy /\ ixßXy eonguient d h identisch sind. 
Daiius folgt das-J der auf beite 2J ausgesprochene Fundamental- 
satz dei piijeetiven Ceometiie auch dann nthtig bleibt, wenn 
von den diei P'iiicn entspieehendei Elemente 7wei Paare aggre- 
gnt ideale Hemente sind 

Sind «^ ideüe Llemente und i'*t « ^ /\ m^j .., so dass 
oatUrbth i^ß auch ideal sind so ist die Aufa;ibe zum Elemente 
rf dei eisten Reihe das entspiecheudt Element d der zweiten zu 
finden \af Seite 149 gekit 



Bemerkung zn dem Sitze luf Seite 10b Sind vti'u". ., 
%i V Ulf u projeetive Reihen und ist aßyd /\ iiiux /\ u'v'w'yf 
y^u i w X ~/\ so ist auch uu ii /\ xxx — In diesem Satze 
kann die Projeetivität ii . .~j\v .. wiltkävlieh sein, und es könnte 
seheinen, als ob auch die dritte u..~/\t(;.. willkUvlich wäre. 
Dies ist jedoch nicht der Fall. Es fragt sich, was die Bedingung 
aßyö 7\ uvwx bedeute, wenn mw real oder ideal zusammenfallen. — 
Schneiden wir einen StrahlbUschel abcd durch eine Gerade g, 
die den Büschel in den Puncten AUCB trifft, und durch eine 
zweite g', die ihn in den Puncten A'B'C'D' trifft, so finden wir, 
dass, wenn A'B' zusammenfallen, wenn also g' durch den Büschel- 
träger geht , entweder auch noch die beiden andern Puncte 
CD' mit A'B' zusammenfallen, oder wenn g' mit einem Strahle 
des Büschels zusammenfallt, dass wenigstens drei der Puncte zu- 
sammenfallen müssen. Also für perspective, und daher auch fUr 
projeetive Gebilde gilt der Satz, ist aßyÖ ]\ a'ß'y'ö', und fallen 
a'ß' zusammen, so fällt mindestens aoeh eins der Elemente y'd' 
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mit a'ß' zusammen. Die Auadebnung dieses Satzes auf ideale 
Elemente mag bei Seite gelassen werden. In der Forderung, 
dass aßyä~/\uvtvx sein soll, die nicht völlig klar ist, wenn uv 
zusammenfallen, liegt; die Möglichkeit der Beschränkung der Pro- 
jeetivität u..J\tv .. 'U'ir begnügen uns damit a posteriori zu 
erkennen, für welche Art der Projeetivität u..~j\w.. der obige 
Satz ei-wiesen ist. 

Die Geraden mm'.., vv'.., ww'.., xx'.. wurden durch einen 
realen Punct B gezogen, und A war ein andrer realer Punet, 
durch den die Geraden yg'y". . zu ziehen waren. Zum Beweise 
des angezogenen Satzes construirten wir einen KegelschHittbÜsehel, 
worauf wir hier näher eingehen wollen. Wir nehmen eine Ge- 
rade s' an, die nicht durch Ä oder B geht, und bestimmen auf 
ihr zwei reale oder ideale Punete CD, in denen sie von den sieh 
selbst entsprechenden Strahlen der projeetiven Büschel uu'u". . 
~i\ vv'v". . getroffen wird. Durch ABCD legen wir den Kegel- 
sehuittbUschel. Eine Gerade g durch A trifft die Geraden uvw 
und die durch die Bedingung aßyö 7\ uvtvx gegebene Gerade x 
in Puneteu VVWX. Durch diese Punete sind vier Kegelschnitte 
E^K^K^K^ des Büschels bestimmt Eine andere Gerade y durch 
A trifft die Kegeleehnitte in den Pnneten ü'V'W'X', und es ist 
nach bekannten Sätzen ÜV'W'X' 'f, aßyd, die Geraden B{ÜTW'X') 
oder u'v'w'x" sind ebenfalls aßyö projeetiv. Fällt W auf den 
realen oder idealen Punet C (oder auch auf .D), so fallen Ü'V'W'X' 
zusammen, und die Forderung aßyd 7\ u'v'w'x' muss, wenn unser 
Beweis Geltnng haben soll, dahin verstanden werden, dass aUe 
vier Strahlen u'v'tv'x' zusammenfallen, wenn hV zusammenfallen. 
Der Satz ist also bewiesen unter der Bedingung, dass die Pro- 
jeetivitäten uu'.. 7\ vv'.. '/\ ww'.. gemeinsame Doppelsti-ahlen 
haben, was auf Seite 108 ausdrücklich bemerkt, aber nicht näher 
motivirt wurde. 



Auf Seite 53 wurde versprochen, die Aufgabe, die Ver- 
bindungslinie der zwei letzten realen oder idealen Sehnittpnncte 
zweier Kegelschnitte KE', die durch je fUnf Punete LMABC und 
LMA'B'O gegeben sind, lineai- zu construiren. — Die Gerade s 
gleich {LM) und die gesuchte Gerade s' werden von jeder Ge- 
raden in einem Paare der Involution geschnitten, die der Büschel 
(EE) auf ihr bestimmt. Die Sehnittpnncte (aE) (aE) {bE) {bE) 
der Geraden a gleich {AA'), h gleich {BB') werden mit dem 
PaseaVsehen Satze linear gefunden. Dann sind von den Involu- 
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tionen Ä(_aK) . A'{uK') . {as){as'), B{hK) . B'{hK') . {U){hs-) je 
zwei Paare gegeben, die Elemente (m')(bs') der Paare (as){a-^') 
nnd (bs) {bs') werden aus den gegebenen und damit wird s' linear 



Bringt man zwei projective StrahlbUscliel mit demselben 
Träger zum Sclioitt mit einem Kegelschnitte K, ao sind im All- 
gemeinen die Schnittpunete mit der Curye keine projectiven 
krummen Punctreihen, was um so weniger auffällt, als jeder 
Strahl die Carve zweimal trifft. Es ist daher bemerkenswerth, 
dass auf Seite 151 ei-wiesen iat, die krummen Reihen seien ein- 
ander projeetiv, wenn die aich selbst entspreebenden Strählen 
der projectiven Büschel die realen oder idealen Tangenten vom 
BUsehelträger an die Cuvve sind. Als entsprechende Schnittpunete 
zweier entsprechender Strahlen mit der Cuvve sind dann solche 
zu wählen, die durch continuirlicbe Aenderung der Strahlen in 
den Büaeheln eontinuirlich in einander Ubergeflihrt werden. Um 
ein Beispiel zu geben, das mit Hülfe der messenden Geometrie 
leicht controlirt werden kann, nehmen wir die projectiven Büschel 
im Mittelpnncte eines Kreises an, nnd lassen die nach den ab- 
soluten Puncten gehenden Sti'ahlen sich selbst entepreehen. Die 
projectiveii Büschel sind dann eongruente Büschel. Projieirt man 
die Schnittpunete der Rüsehel mit dem Kreise von einem Puncte 
des Kreises, ao erhält man wieder eongruente Büschel. 



Projieirt man von einem Punete G die Puncte ABC . . eines 
Kegelschnittes K nach den Puncten A'B'C . desselben Kegel- 
schnittes, diese von G' aus nach A"B"C". . auf AT, so stützen sich 
die Geraden {ÄA") (BB") (CC") . . auf eine Curve zweiter Ordnung 
Ji, die K doppelt berührt, und zwar in den realen oder idealen 
Sehnittpuneten der Geraden g gleich (GG') mit K (Seite 94). 
Dieser Satz führt zu einer einfachen Construktion des Bertthnings- 
punctes von (AA") und S. Jede Gerade h trifft nämlich K, ß 
und die Gerade g in Puncten einer Involution, von der (hg) ein 
Doppelpunet ist. Berührt h die Curve S, so ist der Berührungs- 
punct der zweite Doppelpunet. Es ist mithin, wenn h gleich 
{AA") ist, der Berührungspunct QiM) vom Schnittpunete (%) durch 
AA" harmonisch getrennt. Wenn man demnach A mit G' ver- 
bindet, A" mit G und den Schnittpunct {AG') {A"G) mit A', so 
giebt die letzte Verbindungslinie auf h gleich (AA") den Stützpnnet. 

ThQiuiie, Ksgalsobnitte. 12 
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Sind zwei gerade Liaieo bs' durch zwei Paare gegenüber- 
liegender Ecken eines Vieraeits harmonisch getrennt, so sind 
sie (Seite 76) auch durch das dritte Paar harmonisch getrennt. 
Legt man (Fig. 75) durch die Ecken ABC eines Dreiecks drei Trans- 
versalen, die sieh in Q, die gegenüberliegenden Seiten aber in 
A'B'C sehneiden, und werden A"B"C" so bestimmt, dass AC'BC", 
BA'CA", CB'AC" harmonische Würfe sind, so liegon A"B"0' in 
einer Geraden, und es liegen B"CA', A"G'B' bez. in einer Ge- 
raden (Seite 17). Betrachtet mau nna iB"A"){A"B'){B'A')iA'B"} 
als Seiten eines Vierseits, so sind A'A", B'B", CG" gegenüber- 
liegende Ecken desselben. Trifft eine Gerade die Dreieeksseiten 
{BC) {CA} {AB) bez. in den Pimcten XYZ, und sind 'X!TZ' von 
diesen Puncten durch AA", B'B", CC" harmonisch getrennt, so 
liegen auch X'TZ' in einer Geraden. Dies lässt sich wie folgt 
■ aussprechen. Zieht man in einem Dreiecke ABC drei Trans- 
versalen, die sieh in einem Puncte schneiden, und bestimmt man 
zu deren Fusspuneten A'B'C die Puncte A"B"G" so, dass sie 
durch die zugehörigen Ecken von A'B'C harmonisch getrennt sind, 
schneidet man {BG) {GA) {AB) durch eine Gerade in den Puncten 
XYZ und bestimmt X'TZ' so, dass A'XA"X', B'YB"T, CZG"Z' 
harmonische Würfe sind, so liegen auch X'Y'Z' auf einer Geraden, 
oder legt man durch X'F eine Gerade , wenn X'Y' von XY bez. 
durch A'A", B'B" harmonisch getrennt sind, so bestimmt sie auf 
AB einen Punet Z', der von Z durch CG" harmonisch getrennt ist. 



Satz von Poncelet. Sind KK^K-^ Kegelschnitte eines 
Büschels, und nehmen wir an, um einen bestimmten Fall als 
Grundlage der Untersuchung zu haben, dass die Doppelselinen 
ss' diese Kegelschnitte in idealen Puncten treffen, so können wir 
behufs leichter Herstellung einer Zeichnung annehmen, KKiK-i 
seien Individuen eines KreisbUschels. Der auszusprechende Satz 
und die beizubringenden Beweiamomente aind jedoch davon un- 
abhängig. — Ziehen wir vom Puncte A auf K eine in G, be- 
rührende Tangente an Ä, , die K in A' trifft, von A' eine -K, in 
Gl berührende Gerade, die K zum zweiten Male in A" trifft, so 
stützt sich die Gerade h gleich {AÄ") auf einen Kegelschnitt K^ 
dos BUsehelB, wenn man A und damit A'A" auf K, G, a,uf K„ 
G-i anf Kl laufen lässt. 

Die Gerade h berührt einen K doppelt berührenden Kegel- 
schnitt S in dem Puncte G-i, den die Verbindungslinie von A' 
mit dem Schnittpuncte {AG^^ {A"Gi) auf A bestimmt. Der Schnitt- 
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piinet der Geraden g gleich (GiG^) Dii^^ ^ sei G%, er ist von 
G'i durch AÄ" harmonisch getrennt. G\G\ seien bez. von GiGj 
durch AA', A"A' harmoniseh geti-ennt. Die Geraden ss' sind 
dann nach bekannten Eigenschaften des Büschels (SIKi) durch 
G[G'|, G-iG'-i lind nach dem voraufgehenden Satze anch durch 
GjG's harmonisch getrennt. Auf der Geraden h bilden die Kegel- 
Bchnitte des Büschels eine Involution ,. die durch die Punete 
AA" . (sh) {s'h) vollständig bestimmt ist. Da diese beiden Paare 
von G-iG-j harmonisch getrennt sind, so sind O^O-/ die Doppel- 
puncte dieser Involution, d. h. ein Kegelschnitt K^ des Biisehels 
(KKj) berührt die Gerade h in G,]. Poneelet, der diesen Satz 
auf metrischem Wege erwiesen hat, sehliesst weiter wie folgt. 
LRsst man A continuirlieli auf K wandern, so bilden die Geraden 
h einen continuirlichen StrahlbUschel, der sich auf eine continnir- 
liche Curve r stützt. Der Stützpunct von h ist der Punet G3, 
wie man erkennt, wenn man A eontinuirlieh ändert. Da nun 
zu jedem 7* eine Curve des Büschels (SIKi) gehört, die h in dem- 
selben Punete G-i berührt, so kann die Curve F auch als Sttttz- 
cnrve einer Kegelschnittmannigfaltigkeit atifgefasst werden. Die 
Kegelschnitte dieser Mannigfaltigkeit bilden aber einen Büschel, 
sie können deshalb nicht die continuirliche Tangentenfolge (Folge 
berührender Kegelschnitte) von i' sein, wie die Strahlen eines 
linearen Büschels nicht die continuirliche Tangentenfolge einer 
continuirlichen Curve bilden können. Daraus folgt, dass die 
Curve r ein Kegelschnitt K-^ des Büschels {KKi) selbst sein 
muss. Die Erweiterung des gefundenen zu dem allgemeinen 
Poneelet'sehen Satze: Sind die Ecleen änes n-ecks-n-seits einem 
Kegelschnitt K eines Büschels (KK] ) eingeschrieben, und beruhten 
die Seiten der Beihe nach die Kegelschnitte RyK^ . . K„ des Büschels, 
so lässt sich dieses Vieleck so bewegen, dass die Ecken immer . 
derselben Curve eingeschrieben bleiben, und die Seiten sidt immer 
auf dieselben Ctirven des Busdiels sUitsen, macht keine Schwierig- 
keiten. Der specielle Fall, in denen die Seiten sieh alle auf 
denselben Kegelschnitt stützen, wurde fllre Dreieck auf Seite 5ü 



Liegen die Punete GiG^G^ . . G^n-i auf einer Geraden g, und 
projicirt man die Punete ABC . . einer Curve zweiter Ordnung 
K auf die Punete A^Bid .. derselben Curve von G, aus, diese 
von G2 aus nach den Puucten Ä-iB-iC^.. derselben Curve, u. s. w., 



y Google 



180 

die Punete Ä-i,,..iB2,i--iG>,i--i ■ ■ nach den Puneten Ä!„-iB2,^\Cia-\. ■ 
des KegelachnitteB, so ist 

ABC. Ä ^3^,-B^„_ift„-i.. 
nnd das Perapectivitätacentrnm Oä« liegt auf y. 

Dasa ABC . . ^ Ai„-iBi,^tC<!„-i . . sei, ist früher hewiesen, 
trifft <j die Cm-ve K in den Puneten L und M, die auch ideal 
sein können, so erliennt man sofort, dass 

ABCLM. . A Ai.-iB2u-iC,„-iML . . 
ist, die Punete LM bilden ein Paar, die Reihen sind in Involu- 
tion, liegen also perspectiv. Der die Punctreihen projickende Pnnct 
Gin enthält die Gerade g gleich (LM), das Perspeetivitätseentrum 
G^ rnnss auf g liegen, w. z. b. w. — Soll man durch die Punete 
G|Gj , . Gj„_i(?'2n auf g ein 2«i-geit legen, von dem 2m Ecken auf 
K liegen, so fallen alle Seiten desselben auf g, wenn ö'j„ von 
Gu verschieden ist. 



Die Algebra giebt fUr die Gleichungen vierten Grades eine 
Resolvente vom dritten Grade. Die geometrischen Aufgaben 
yierten Grades laufen darauf hinaus, die Sehnittpiincte zweier 
dnrch Punete gegebener Kegelsehuitte zu finden. Das Doppel- 
polardreieek dieser Kegelschnitte wird durch die vSchnittpunete 
zweier Kegelschnitte gefunden , von denen einer bekannt ist 
(Seite 127). Dies ist eine Aufgabe dritten Grades. Die Doppel- 
sehnen durch die Doppelpole zu finden, ist eine Aufgabe zweiten 
Grades, und die Schnittpuncte dieser mit den beiden Curven 
werden wieder durch Losung einer Aufgabe zweiten Grades 
gefunden. Also reduciren sich auch geometrisch die Aufgaben 
vierten Grades auf solche vom dritten Grade. 



zu dem auf Seite 130 ausgesprochenen Lehr- 
satze: Durch einen Punct L und drei Paare conjugirter Punete 
AB auf g, A'B' auf g', A"B" auf g" ist ein KegelschnittbUschel 
bestimmt, wenn nielit ABA'B'A"B" Ecken eines Vierseits sind. — 
Dieser Satz bedarf einer etwas stärkeren Einschränkung. Be- 
stimmt man drei Kegelschnitte KiK^Ki durch die beiden Paare 
conjugirter Punete AB, AB' und bez. durch die Punete LMi, 
LM^, LM-i, so kann man sie als Grundkegelaehnitte einer zwei- 
fach unendlichen iWannigfaltigkeit, eines Netzes von Kegelschnitten 
ansehen, dessen Individuen dnreh L gehen, und für die AB, A'B' 
Paare conjugirter Punete sind. Denn man kann erat einen Kegel- 
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schnitt Ki des BUseUele (K^K^) so zeichnen, daas er durch einen 
Punct Ni auf einer Geraden Sj, und dann einen Kegelschnitt 
Zä des Büaehele {K^R^, der durch iVj geht. In dem Büschel 
(ÄjÄ"^) kann man einen Kegelschnitt so wählen, dass er durch 
einen Punct N^ auf einer Geraden s-i geht. So wird durch zwei 
Punete N^N^ ein Kegelschnitt des Netzes {KyKiK^) bestimmt, 
und man erhält alle Kegelschnitte des Netzes, wenn man NxN^ 
die Geraden SiS^ durchlaufen lässt, so dass ihre Mannigfaltigkeit 
zweifach nnendlich ist. Es giebt unendlich viele Paare von 
Puncten, die für das Netz gleichzeitig conjugiii sind, auf jeder 
Geraden giebt es drei Punete, denen je ein andrer für das Netz 
Beoujugirt ist. Sind HiH^H^ die Pole der Geraden h für KiK^Kz, 
eo erzeugen die Polaren von h fiir K1K2 durch ihre Schuittpuncte 
inen Kegelschnitt S,2, die Polaren für K^K^ erzeugen einen 
Kegelschnitt Ä23, Sjs und S23 sehneiden sieh in J/j und ausser- 
dem noch in drei Puncten. Jeder dieser drei Punete ist offen- 
bar ein Punet, der einem Punete auf h fttr das Netz conjugirt ist. 
Der geometrische Ort aller Punete, die einen für das Netz con- 
jugirten besitzen, ist eine Curve, die von jeder Geraden in drei 
Pnncten geschnitten wird und die deshalb eine Curve dritter 
Ordnung genannt wird. Sind A"B" ein Paar solcher für das 
Netz conjugirter Punete, so giebt es uiclit bloss einen Büschel 
von Kegelschnitten durch L, für die AIS, A'B', A"ß" conjugirte 
Paare sind, sondern ein Netz. 
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Im Vergleiclie mit dem geringen Umfange ist der Inhalt der Schrift ein 
ansserordentliäi reicher. Ab wesentlioliste imd sehr heraerkenawerte Eigen- 
tümlichkeit mag hier gleicli die Art der Begrüadung der Projeoäyität be- 
zeichnet und etwas eingehend dargelegt werden. 

Die Definition der Gnmdgobilde ist die übliche. Zwei Punktreihen 
heissen dann weiter perspectivisoh , wenn sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbnschels sind, Aber nun wird, was oharakteristisch für die Schrift 
ist, unter Anwendung von Proportionen, nicht von Doppelverhältüisseü, be- 
wiesen: Zwei perspeotivische Punktreihen kennen dadurch iu eine neue 
perspecüvische Lage gebracht werden, dass man awei homologe Punkte der- 
selben zur Deckung bringt. Hieran scUiesst sieh dann die Definition der 
Projectivität: Werden zwei Punktreihen derart aufeinander bezogen, dass einem 
Punkte der einen nur ein Punkt der andern entspricht, und lassen sie sich 
durch Deckung von zwei homologen Punkten in perspectivisclie Lage bringen, 
so nennt man sie projecüvisoh. Die ausdrückliche Forderung, dass einem 
Punkte nur ein Punkt entspreche, erscheint bei dieser Auffassung der 
Projectivität überflüssig, da die Müglichkeit der perspectivisehen Lage eia 
solches Entsprechen sdion bedtogt. Die letzte Definition läsat dann sofort 
schliessen, dass zwei projeotivisehe Punktreihen durch drei Paare homologer 
Elemente bestimmt sind, und eine kurze Betrachtung von ähnliehen und con- 
gruenten Eeihen flihrt dann auf den Fundamentalsafa ; Stimmen zwei 
projectivisehe Punktreihen in drei Elementen überein, so sind sie congruent. 

Von nun an geht die Entwickelung in gewohnten Bahnen weiter und 
dringt vor bis zum Kegelschiüttbüsehel und der Steüier'schen Verwandtschaft, 
EaumUohe Erzeugni^e projectiver Gebilde werden nicht betrachtet. Hervor- 
" ' a werden verdient noch die eingehende Behandlung der Konstruktion 
-''■"'•-"■''"' ""s teilweise imagmSren Elementen. — — — 

Zeitschr, f. Mathematik. 
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